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0 Einleitung und Zusammenfassung

Die Changepoint-Analyse entstand urspriinglich aus Problemstellungen der Qualitdtskontrol-
le. Im Laufe ihrer Entwicklung traten immer weitere Anwendungen hinzu, so dass sie sich
heute iiber viele Bereiche der Statistik erstreckt, wie Regressionsanalyse, Zeitreihenanaly-
se und Statistik stochastischer Prozesse. Allen Anwendungen gemeinsam ist die Frage nach
Homogenitit der akquirierten' Daten, also ob diesen Daten strukturelle Anderungen zu un-
bekannten Zeitpunkten unterliegen. Als Beispiel dienen soll eine Folge Xy,...,X,, n € N,
von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), deren Realisationen etwa
die chronologischen, diskreten Ergebnisse einer physikalischen, medizinischen oder sonstigen
Untersuchung reprisentieren. So kann die konstante Energiezufuhr in einer physikalischen
Messung ab den Zeitpunkten ty,ts,... fiir ein verdndertes Verhalten von Teilchen verant-
wortlich sein oder das Uberschreiten der Inkubationszeit ¢y ein verindertes Krankheitsbild
verursachen. Beschrinkt man sich auf das Vorliegen einer einzigen solchen Anderung, dann
ist dies die Frage nach einem Zeitpunkt ¢t = 6n, 8 € (0,1), dem sogenannten Changepoint,
so dass sich die gemeinsame Verteilung der ersten [{] Beobachtungen? X, .. .y X[q von der
Verteilung der letzten n — [t] Beobachtungen X1, ..., X, unterscheidet. Die stochastische
Prézisierung, in welchem Sinn sich diese Verteilungen unterscheiden, hdngt von der Modell-
annahme der statistischen Untersuchung ab.

Eine Entscheidungsfunktion S, die in Abhdngigkeit von der Anzahl n der Beobachtungen
definiert ist, soll aufgrund der Daten Xy,..., X,, Aufschluss dariiber geben, ob

e eine homogene Verteilung vorliegt (Nullhypothese),
e cin Changepoint existiert (Alternative).

Vielen Verfahren der Changepoint-Analyse entsprechend wird im Folgenden davon ausgegan-
gen, dass niedrige Werte der Funktion S,, fiir eine Bestétigung der Nullhypothese und hohe
Werte fiir ein Verwerfen der Nullhypothese sprechen.

Die Beobachtungen Xy,..., X, unterliegen Zufallsschwankungen, die sich auf die Entschei-
dungsfunktion .9,, ibertragen. Um unabh&dngig von der Gréflenordnung dieser Schwankungen
einen Bereich bestimmen zu kénnen, in dem mit hoher Wahrscheinlichkeit die Werte einer
Statistik bei homogener Verteilung der Daten liegen, ist eine geeignete Normierung der Funk-
tion S, erforderlich. Geht man von einer identischen Varianz o? der Daten Xi,..., X,, aus,
so0 ist diese ein geeignetes Maf fiir die zufilligen Schwankungen und man erhélt als normierte
Statistik S,/g(c?), wobei g : R% — R% eine passende, monoton wachsende Funktion sei.
Unter der Nullhypothese ldsst sich fiir die Statistik S,/g(c?) im Allgemeinen keine Vertei-
lung angeben. Um dennoch eine Entscheidung bei zumindest asymptotischer Einhaltung eines
vorgegebenes Fehlerniveaus treffen zu kénnen, ist die Kenntnis der Grenzverteilung der Sta-
tistik S,,/g(0?) fiir n — oo erforderlich. Die Nachweise solcher Grenzverteilungen basieren
oft auf Verwendung schwacher und starker Invarianzprinzipien, die auf die sogenannte Un-
garische Schule® zuriickgehen. Auch bei Benutzung der Invarianzprinzipien ergibt sich die
Notwendigkeit einer geeigneten Normierung 1/¢(c?) der Entscheidungsfunktion S,,.

!Diese Arbeit beschrinkt sich auf die sogenannte a posteriori Changepoint-Analyse im Gegensatz zu der
sequentiellen Changepoint-Analyse.
2[t] sei der ganzzahlige Anteil von ¢.

"Die Anfinge sind in [KoMaTu75], [KoMaTu76] und [CsRe75a], [CsRe75b] zu finden.



Im Allgemeinen ist die Varianz ¢? unbekannt, so dass aufgrund der beobachteten Daten
X1,..., X, diese mittels einer Schétzfunktion 62 geschiitzt werden muss. Als Entscheidungs-
funktion ergibt sich S,,/g(62), wobei zwei Forderungen zu stellen sind:

1. Unter der Nullhypothese sollen die geschiitzten Werte 62 moglichst gut dem wahren
Wert o2 entsprechen, damit sich das asymptotische Verhalten der Statistik .S, /g(c?)
bei Ersetzen des unbekannten Parameters o durch die Schitzung &2 nicht dndert.

Mathematisch ist dafiir meistens die Forderung nach konsistenter Schitzung unter der

Annahme des Vorliegens der Nullhypothese ausreichend:
‘ 2_ 2| B
o? =62 =0, n— oo (0.1)
2. Unter der Alternative erwartet man von einer guten Entscheidungsfunktion .S,,, dass

diese bei grofier werdender Beobachtungsanzahl n wachsende Werte mit hoher Wahr-

scheinlichkeit annimmt, um so fiir eine deutlichere Verwerfung der Nullhypothese zu

P o
sprechen, also S, = oo fiir n — oc. Das Ersetzen des unbekannten Parameters o2

durch die Schitzung 62 birgt unter der Alternative die Gefahr, dass ¢(62) ebenfalls
wie die Funktion S,, wachsende Werte bei grofier werdender Beobachtungsanzahl n an-
nimmt. Kompensieren sich diese beiden Konvergenzen, so nimmt die Statistik .S, /g(52)
auch unter der Alternative “kleine Werte” an, die fiir keine Verwerfung der Nullhypo-
these mehr sprechen. Zur Vermeidung dieses Verhaltens fordert man die asymptotische
Konsistenz? der Statistik unter der Annahme des Vorliegens der Alternative:

Sy =00, N — 0. (0.2)

In der Literatur® konzentrieren sich viele Methoden der Varianzschitzung auf das Vorliegen
der Nullhypothese. Die Konstruktion der Schitzer geschieht dann unter diesem Aspekt oder es
werden Varianzschitzer vorgeschlagen, ohne die oben genannten Forderungen nachzuweisen.
Varianzschitzer, die gemdfl der Nullhypothese konstruiert sind, erfiillen sicherlich die erste
der oben gestellten Forderungen. Unter der Alternative nehmen viele dieser Varianzschétzer
in einem stochastischen Sinn gréfier werdende Werte bei wachsender Beobachtungsgréfie n
an. Da jedoch die Entscheidungsfunkion S, unter der Alternative oft mit einer sehr hohen
Rate stochastisch gegen Unendlich konvergiert, wird Forderung 2) ebenfalls eingehalten, falls
die Varianzschétzer eben nicht “zu schnell” wachsen.

Diese Arbeit zeigt, dass durch das Einbeziehen eines eventuell vorliegenden Changepoints in
die Varianzschétzung sich Schidtzmethoden entwickeln lassen, ohne die oben gestellten Forde-
rungen zu verletzen. Dabei stellt sich heraus, dass diese Schétzer unter der Alternative oft ein
besseres Verhalten als die {iblichen Schitzer aufweisen, da sie bei gréfier werdender Beobach-
tungsanzahl n zumindest “langsamer” wachsende Werte annehmen oder sogar wie unter der
Nullhypothese gem&f (0.1) konsistente Schidtzungen liefern. Dadurch ist von Statistiken, in
denen der unbekannte Parameter o2 durch solche Schiitzer ersetzt wird, unter der Alternative

*Mit asymptotischer Konsistenz einer Statistik wird in dieser Arbeit das Erfilllen der Forderung (0.2)
unter allen zugelassenen Alternativen verstanden, da die Nullhypothesen fiir grofle Werte der betrachteten
Statistiken verworfen werden.

Svgl. [CsHo97].



eine “schnellere” Konvergenz gegen Unendlich im Sinne von (0.2) zu erwarten. Entsprechend
wird die Nullhypothese deutlicher verworfen.

Aus der Vielzahl der in der Changepoint-Analyse behandelten Modelle werden zwei her-
ausgegriffen. Bei den formulierten Testproblematiken ergibt sich die Notwendigkeit, die den
Modellen zugrunde liegenden Varianzen zu schitzen. s werden jeweils fiir die beiden Modelle
mehrere Varianzschitzer vorgestellt, die hier neu entwickelt oder in der Literatur vorgeschla-
gen werden. Das Verhalten der Varianzschitzer wird unter den in den Modellen formulierten
Nullhypothesen und Alternativen betrachtet, um das Einhalten der oben gestellten Forde-
rungen nachzuweisen.

Das erste Modell® ist ein sehr allgemeiner Ansatz in der Changepoint-Analyse. Es setzt be-
stimmte Invarianzprinzipien voraus und fasst damit verschiedene Modelle der Changepoint-
Analyse zusammen, in denen jeweils der Nachweis der Grenzverteilung der Statistik gerade
auf solchen Invarianzprinzipien beruht.

Das zweite Modell” behandelt eine Changepoint-Problematik in der Regressions-Analyse.
Aufgrund der Vorgabe der Punkte, an denen die Beobachtungen gemacht werden, sind vie-
le Zugdnge der Changepoint-Analyse fiir lineare Modelle nicht anwendbar. Deshalb wird zu
Beginn des zweiten Kapitels ein Verfahren ausfiihrlich behandelt, das in der Literatur sel-
ten untersucht wird. Im letzten Kapitel werden die Schitzer dieses Modells in Simulationen
betrachtet.

Svorgestellt in [HoSt98].
Tvorgestellt in [ChWh92].



1 Lokationsmodell mit Invarianzprinzipien

Die Nachweise der asymptotischen Verteilungen von Teststatistiken in der Changepoint-
Analyse basieren oft auf Invarianzprinzipien. Dies fassen Horvath und Steinebach [HoSt98]
in einem allgemeinen Modell durch die Voraussetzung zusammen, dass die zugrunde liegen-
den Prozesse bestimmten Invarianzprinzipien geniigen. Das Modell sowie die Teststatistik
werden in Abschnitt 1.1 vorgestellt. Fiir die Varianz, mittels der die Teststatistik normiert
wird, betrachten wir in Abschnitt 1.2 einen Varianzschiitzer! sowie dessen Konvergenzraten
unter der Nullhypothese und unter der Alternative. In Abschnitt 1.3 wird eine Familie von
Schétzfunktionen fiir die unbekannte Varianz vorgestellt. s zeigt sich, dass bei Ersetzen der
unbekannten Varianz in der Teststatistik durch die Familie der Schitzfunktionen die asymp-
totische Konsistenz der Teststatistik unter schwicheren Voraussetzungen als bei Benutzung
des Schitzers aus Abschnitt 1.2 gew&hrleistet ist. In Abschnitt 1.4 wird ein Varianzschétzer
entwickelt, wobei das Intervall, in dem der eventuell vorhandene Changepoint liegt, geschitzt
wird. Anders als in [Kiihn99] werden fiir die Schitzung der Lage des Changepoints nur dis-
krete Beobachtungen benétigt. Mittels dieser Schitzung wird ein Varianzschétzer definiert
und unter der Nullhypothese sowie unter der Alternative betrachtet.

1.1 Das Modell

Wie in der Einleitung dieser Arbeit bereits dargestellt, werden in der Changepoint-Analyse
oft Folgen Xy,..., Xy, N € N, von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A, P) betrachtet, deren Verhalten sich zu einem nicht bekannten Zeitpunkt &ndert. So geht
man etwa von konstanten Erwartungswerten der X; vor und nach dem Zeitpunkt 7* der Ande-
rung, dem sogenannten Changepoint, aus, also EX; = ...= FX7q # EX[px4q1 ... = EXy.
Teststatistiken, mit denen aufgrund von Beobachtungen eine Entscheidung getroffen wird, ob
solch eine Anderung in der Verteilung tatsichlich vorliegt, basieren dabei in vielen Ansitzen
auf Schitzern des sich dndernden Parameters.

Das von Horvath und Steinebach [HoSt98] angegebene Modell verallgemeinert diesen Ansatz:

Definition 1.1
Sei {Zr(t) : 0 <t < T} fiir festes T > 0 ein reeller stochastischer Prozess auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), der dem folgenden Modell geniigt:

7 (t) L aTt—I—bTYT(t) D 0<t<T,
P70 20 (M) + st =T+ 05V =T @ T*<t<T,

wobei ar, a%, by, b und T € [0,T] unbekannte reelle Parameter sind.
Weiter seien {Yr(t) : 0 <t <T*} und {Y/(t) : 0 <t <T —T*} reelle stochastische Prozesse
auf (2, A, P).

Die oben genannte Folge von Zufallsvariablen Xy,... X kann als Beispiel einer Anwen-
dung des Modells der Definition 1.1 dienen. Dazu seien jeweils identische Erwartungswerte
und Varianzen der Zufallsvariablen der Folgen X1y, ..., X[z« und X{rs4; ..., Xy vorausge-

setzt. Die Parameter ar, af und b, b5 des Modells der Definition 1.1 seien diesen Er-
wartungswerten und Varianzen gleichgesetzt. Stellen Y7(¢) und Y/ (¢) die Summen der stan-

'vorgeschlagen in [HoSt98].



dardisierten Zufallsvariablen Xy,..., X dar, also Yr(t) = ZEQI(XZ —a7)/br und Y7 (t) =

ZEQ[T*]H(XZ' — a%) /b, so entspricht Z7([t]) der Summe 2511 X, fir0<t<T:=N.
In diesem Kapitel wird das Testproblem des sich dndernden Parameters ar des Prozesses
{Zr(t) : 0 <t < T} gemiB Definition 1.1 betrachtet. Eine gleichzeitige Anderung des Para-

meters by ist ebenfalls erlaubt. Die Testproblematik formuliert sich folgendermafien:

Ho: T°=T

Ha: 0<T"<T und ar # at. (1.1)
Dazu sei der Prozess {Z7(t) : 0 < ¢ < T} fiir festes 7' > 0 und festes N € N an den dquidis-

tanten Zeitpunkten t; = ; v = i%, 1 < ¢ < N, beobachtet worden und die Nullhypothese
werde fiir grofie Werte von

1
Mr = max |77, (1.2)
1—71)%1 1<k<N
k k N
wobei 7} = ;Ri—ﬁ;]ﬁ, 1<kE<N,
T . T . .
und R; = Zr N — T (l_l)ﬁ , 1 <4< N, mit Z7(0) =0,

verworfen. Vorausgesetzt sei by # 0.

Der Parameter by, der in vielen Anwendungen des Modells der Definition 1.1 einer Stan-
dardabweichung von zugrunde liegenden Zufallsvariablen entspricht, ist im Allgemeinen un-
bekannt. In den folgenden Abschnitten werden Schitzer fiir diesen Parameter vorgestellt und
ihr Verhalten unter der Nullhypothese und unter der Alternative gemifl (1.1) sowie das Ver-
halten der Statistik M7 bei Ersetzen des Parameters sz durch diese Schitzer betrachtet.
Analog kann die ebenfalls in [HoSt98] vorgeschlagene Teststatistik fiir das Problem des sich
andernden Parameters by untersucht werden.

Bei den asymptotischen Betrachtungen dieses Kapitels untersuchen wir die Familie der Pro-
zesse {Zr(t) : 0 <t < T} gemiB Definition 1.1 fiir 7 — oo. Vorausgesetzt wird, dass die
Prozesse {Zr(t) : 0 <t < T} fiir alle T > 0 auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A, P) definiert sind und die Parameter a7, ¢, by und b% fiir 7" — oo beschriankt sind.
Im Hinblick auf die asymptotischen Untersuchungen wird noch die Alternative des Testpro-
blems (1.1) nach der Abhdngigkeit der Parameter ar und a3 von T unterschieden. Man
spricht von einem

fixed change, falls H4 und A7 :=ar — a} = konstant fiir alle 7' > 0 erfiillt ist,
local change, falls H4 und A :=ap — a%} — 0 fiir T’ — oo erfiillt ist.

Da der Prozess {Zr(t) : 0 < t < T} nur an diskreten Zeitpunkten beobachtet wird, ist
unter der Alternative der letzte Beobachtungspunkt vor dem Changepoint in den folgenden
Untersuchungen von Bedeutung. In diesem Kapitel sei

T*N
|

k* =k} = [

Weiter werden die (stochastischen) Landau-Symbole o, und Op in diesem Kapitel fiir 7" — oo
benutzt, sofern nicht anders kenntlich gemacht.



Um eine asymptotische Verteilung der Statistik M7 aus (1.2) zu erhalten, ist die gemeinsame
Herangehensweise in verschiedenen konkreten Anwendungen des Modells 1.1, eine Approxi-
mation der Prozesse {Yr(t)} durch Wiener-Prozesse {Wr(t)}, die auf demselben Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, A, P) definiert sind, nachzuweisen. Dem allgemeinen Ansatz des Modells
1.1 folgend, werden solche Invarianzprinzipien wie in [HoSt98] fiir die Prozesse {Y7(¢)} und
{Y}(t)} vorausgesetzt:

Es existiert a € [0, %) und
es exisitieren fiir alle 7" > 0 unabhéngige Wiener-Prozesse {Wr(t) : 0 <t < T*} und
{W5(t):0 <t <T —T*} auf (2, A, P), so dass gilt:

sup Y7 (t) = Wr(t)| = Op(T%), T — oo, (1.3)
0<t<T*
sup  |YE() = Wi(h)| = Op(T), T = . (1.4)
0<t<T~T*

Im Allgemeinen miissen die Prozesse {Zr(t) : 0 < ¢t < T} zuerst auf einem geeigneten
Wahrscheinlichkeitsraum redefiniert werden, auf dem die Wiener-Prozesse definiert sind. In
dieser Arbeit wird dies vorausgesetzt. Des Weiteren muss die Messbarkeit der Suprema in
(1.3) und (1.4) gewihrleistet sein, etwa durch die Forderung nach Separabilitit der Prozesse?
{Y7(¢t)} und {Y7(¢)}. Da jedoch im Folgenden die Invarianzprinzipien nur an den diskreten
Beobachtungspunkten ausgenutzt werden, eriibrigt sich dies.

Die Definition 1.1 erlaubt eine Abhéngigkeit der Verteilung der Prozesse {Y7(¢)} und {Y7(¢)}
von T'. Bei einem konkreten Nachweis der Invarianzprinzipien muss jedoch meistens eine von
T unabhingige Verteilung vorausgesetzt werden, damit die Approximation gemaf (1.3) und
(1.4) tatsichlich gleichméBig in T gewihrleistet ist?.

Das bisher betrachtete Beispiel der Folge Xy,..., Xy und die Interpretation der Zufallsva-
riablen Y7 und Y} als Summe von diesen geniigt ohne weiteren Voraussetzungen nicht den
Invarianzprinzipien (1.3) und (1.4). Beispiele von linearen Prozessen oder Partialsummen-
prozessen, die der Definition 1.1 entsprechen sowie die Invarianzprinzipien (1.3) und (1.4)
erfiillen, sind in [HoSt98] und [Kiihn99] aufgefiihrt.

Von besonderem Interesse ist das Modell der Definition 1.1, wenn die Prozesse {Yr(¢)} und
{Y7(t)} nicht direkt beobachtbar sind, also diese nicht unbedingt einer Summe von Zu-
fallsvariablen entsprechen. Als Beispiel aus der Praxis sei ein Schadenanzahlprozess in der
Versicherungsmathematik genannt. Der Nachweis, dass solch ein Erneuerungsprozess den In-
varianzprinzipien (1.3) und (1.4) geniigt, findet sich [CsHoSt87].

Mittels des Invarianzprinzips (1.3) ldsst sich die asymptotische Verteilung der Statistik My
aus (1.2) unter der Nullhypothese bestimmen. Damit ist es méglich, aufgrund der Beobach-
tungen Z7p(¢T/N), 1 < i < N, Entscheidungen beziiglich des Testproblems (1.1) zu treffen
und asymptotisch ein vorgegebenes Fehlerniveau einzuhalten. Die Verteilung von

supg<i<i |B(t)] findet sich in [ShWeS86].

2Eine separable Modifikation existiert auf jeden Fall.
®vgl. [CsHo93].



Satz 1.2
{Zr(t)} sei wie in Definition 1.1 fir alle T > 0 und geniige dem Invarianzprinzip (1.3).
Weiter sei N = N(1') — oo fiir T — oo erfillt.
Dann gilt unter Hy:
Mr LA sup |B(t)|, T — oo,
0<it<1

wobei {B(t) : 0 <t < 1} eine Standard-Brownsche-Briicke ist.
Beweis: siehe [HoSt98]. O

Bei wachsender Stichprobengrofie N erwartet man unter der Alternative von der Statistik
Myr wachsende Werte, die fiir eine deutlichere Verwerfung der Nullhypothese sprechen. Diese
asymptotische Konsistenz gewidhrleistet der folgende Satz.

Satz 1.3

{Zr(t)} sei wie in Definition 1.1 mit T = 07T, 0r € (0,1), fir alle T > 0 und geniige den
Invarianzprinzipien (1.3) und (1.4).

Weiter sei N = N(T) — oo fiir T — oo sowie |A7|07(1 — 07)VT — oo fir T — oo erfiillt.
Dann gilt unter Hy mit 1 < k* < N — 1:

1
|Ar|0r(1 - 07)

=125 51, T — .

Beweis: siehe [HoSt98]. O

Unter den Voraussetzungen des Satzes 1.3 ergibt sich die asymptotische Konsistenz des Tests
M7 bel bekannten Parametern by aus

62.(1 — 0T)2A2TT)1/2 1
01 (

P
x| =00, T — oo
b2. 1—0T)|AT|T| |

MTZ(

Bei Ersetzen des Parameters b2, durch einen beliebigen Schitzer s%. reicht es unter der Al-
ternative aus, s% = op (0%(1 — HT)QAZTT) zu fordern, um die asymptotische Konsistenz des
Tests gewidhrleisten zu kénnen.

1.2 Der Standard-Schatzer

Betrachtet man den Prozess {Z7(t) : 0 <t < T} gemif Definition 1.1 unter der Nullhypo-
these, so gilt die Darstellung Z7(t) = art + brYr(t). Als Schitzer* bieten sich an bei festem
T > 0 fiir die unbekannten Parameter

ar: N = ang = % Nl (ZT (2%) s ((i _ 1) %)) , (1.5)

bp: by =bhp = %i (ZT (2%) — 77 ((i -1) %) - %aN)Z. (1.6)

*vgl. hier wie auch im Folgenden [HoSt98].




Dies sind sicherlich messbare Funktionen auf (£2,.4). Aulerdem sind von diesen Funktionen
konsistente Schitzungen unter der Nullhypothese zu erwarten. Der folgende Satz gibt die
Raten dazu an.

Satz 1.4

{Zr(t)} sei wie in Definition 1.1 fir alle T > 0 und geniige dem Invarianzprinzip (1.3).
Weiter sei N = N(1') — oo fiir T — oo erfillt.

Dann gilt unter Hy:

), T — oo.

3~

a) ay —ar = Op(

b) falls weiter N = o

- 1 N
b% — b3 =Op (max{\/—ﬁ7 TTM}) , T — oc.

Beweis:

TI=2 fiir T — oo gilt, so folgt:

~—~

a) Da die Verteilung von T=Y2Wr(T') unabhiingig von T ist, folgt

iy = =Z7(T)

b) Ohne Einschriankung sei ar = 0. Betrachte ansonsten im Folgenden

((Ri —ark) -+ (an - aT)Q) als Summanden. Dann gilt mit a)

N 2
) 1 T
2 _ L ~
o= TZZ,_1 (RZ N“N)

N
1 T
= gL
=1
1 Y 1
_ = 2 -
= TizglRZ—l_OP(N)' (1.7)

Sei W; = Wr(iT/N) — Wr((i — 1)T/N) fiir 1 <i < N. Dann sind /&W; fir 1 <i < N
unabhingig und identisch verteilt, wobei /2W; 2 N(0,1).

Damit liefert der zentrale Grenzwertsatz

1 , 1 NN, 1
s T O (\/_IV)



Eine Anwendung der Markov-Ungleichung ergibt fiir beliebiges C' > 0

P(éWVﬂZC\/ﬁ) = (Z\/>|W|>CN) %

N
und damit gilt S [W;| = Op (\/NT) .
=1

Sei weiter n; = R; — byW, fiir 1 < ¢ < N. Dann gilt wegen des Invarianzprinzips (1.3) und
der Annahme ar =0

il = Op(T°
A |ni| = Op(T).

Somit folgt
1 1
TZR? = = (brWi+n)?
=1 =1
1 2 & 1 &
= bQTT;Wi2‘|‘bTT;WMi+T;U?

— b%_I_OP(N—l/Z)_I_OP(Ta—l/ZNl/Z)_I_OP(NTZa—l)

H

und damit ergibt sich mit (1.7) die Behauptung b). o

Mittels des Schétzers 13]2\7 lisst sich jetzt der unbekannte Parameter b% in der Statistik My
aus (1.2) ersetzen. Man erhélt als Statistik fiir festes 7' > 0

. 1
Mt .=

7 1.8
— 12%%' il - (1.8)

Fiir die asymptotischen Untersuchungen der Statistik My unter der Nullhypothese reicht es
aus, dass 13]2\, > ¢/2 fiir ein ¢ > 0 auf Mengen von beliebig hohen Wahrscheinlichkeiten fiir T’
grof} genug erfiillt ist. Dies wird aufgrund der Konsistenz des Schétzers 13]2\, gewdhrleistet, falls
b% > ¢ > 0 fiir alle T > 0 zusitzlich zu den Voraussetzungen des Satzes 1.4 gefordert wird.
Weiter impliziert die Konsistenz des Schitzers 13]2\7 das Beibehalten der Grenzverteilung der
Statistik My unter der Nullhypothese bei Ersetzen des Parameters b3 durch den Schitzer.

Korollar 1.5
{Zr(t)} sei wie in Definition 1.1 fir alle T > 0 und geniige dem Invarianzprinzip (1.3).
Weiter sei N = N(T) — oo fir T — 0o und N = o(T'72%) fiir T — oo
sowie b3 > ¢ fiir alle T > 0 bei einem festen ¢ > 0 erfillt.
Dann gilt unter Hy:
My LA sup |B(t)|, T — oo,
0<it<1

wobei {B(t) : 0 <t < 1} eine Standard-Brownsche-Briicke ist.



Beweis: Folgt direkt mit den Sétzen 1.2 und 1.4 sowie dem Lemma von Slutsky aus

Mr — T — oo. O

1 « 177 = 1
/Tb2 1<k<N k T1<k<N /b2 / 0,

Unter der Alternative sind von dem Schétzer 13]2\7 aus (1.6) keine konsistenten Schitzungen
mehr zu erwarten. Um die Konsistenz des Tests My aus (1.8) zu gewihrleisten, reicht es
aus, dass der Schitzer 13]2\7 nicht “zu schnell” gegen Unendlich strebt bei wachsender Be-
obachtungsdauer 7.

Satz 1.6

{Zr(t)} sei wie in Definition 1.1 mit T = 07T, 07 € (0,1), fir alle T > 0 und geniige den
Invarianzprinzipien (1.3) und (1.4).

Weiter set N = N(T) — oo fiir T — oo und N = O(T'72?) fiir T — oo erfiillt.

Dann gilt unter Hy mit 1 < k* < N — 1:

. T 1 /N
bJQV:Op (ﬁ) Op (0T0%+(1—0T)a§“2+ﬁ+ 7) ,

Beweis: Fiir den Parameter ar gilt unter der Alternative:

. 1
anN = TZT (T)

1

= —Z7(T") + % (Zr(T) - ZT(T*))

T
T* T - T*
= aro t e F b WT(T*)—l—bT WT(T T*) 4+ Op(T*™h

- 0TaT+(1—0T)aT—|—Op( —1/2). (1.9)

Sei W; = Wr(iT/N) — Wr((i — 1)T/N) fiir 1 < i < k*. Dann sind /5 W; fiir 1 <4 < &

unabhingig und identisch verteilt, wobei y/ZW; 2 N(0,1).
Eine Anwendung der Markov-Ungleichung ergibt fiir beliebiges C' > 0

k* T k* 9
P Z|Wi|20k*,/—)— ( d /= |W|>k0) =
(i:l N C

k*
[T
und damit gilt Y |Wi| = Op (k ﬁ) :
=1
k*

T
Mittels einer weiteren Anwendung der Markov-Ungleichung erhilt man Z W2 =0p (k*ﬁ) .
=1
Weiter sei n; = R; — byW; — %(ZT fiir 1 <7 < k*. Dann gilt wegen des Invarianzprinzips (1.3)

| = Op(T*
1gg§*|n| p(T").



Fiir die Summe der quadratischen Zuw&chse bis zum Changepoint folgt somit

k 2
1 T
=T 2 (ﬁaT + o7 Wi + m)
o o

k*
:%(k* T2+2bTaT Z +bTZW2+QZ(_aT+bTW)772+Z772)
T

=1 =1 =1 =1

k* /N N N N3/ N?

= N2 (a%+0P ( 7) +Op (7) +Op (m) +Op (m) +Op (m))
ET [ N

= — +Op — .

Analog folgt fiir die Summe der quadratischen Zuwichse nach dem Changepoint

!

i=k*42

Fiir den gemischten Summanden Rp«yq1, mit einem Anteil sowohl vor dem Changepoint als
auch danach, gilt Rgsy; = Op(T/N). Somit folgt mit (1.9) die Behauptung aus

b} = ZR2+— Z R? - —a

i=k*4+1

T 1 I N
= ﬁ (OTQT + (1 - OT)QT -I—OP ( ) + OP ( T)
+Op (max {H%QQT, (1 —67)%a3?, %}))
T N 1 I N
= Op (ﬁ) Op (OTQ%«—I—(l—OT)QaTQ—I—W—I— 7) . O

Das Resultat des vorangegangenen Satzes deckt auch Spezialfille von Alternativen ab, wie
etwa das Vorliegen eines “frithen” oder “spidten” Changepoints, d.h. 87 — 0 oder 87 — 1
fiir T — oo. Unter bestimmten Voraussetzungen besitzt dann der Schétzer 13]2\7 nach Satz
1.6 bessere Konvergenzraten als Op(7T/N). Liegen jedoch keine weiteren Kenntnisse iiber die
Parameter a7 und a% sowie iiber die Lage des Changepoints vor, so reduziert sich die Aussage
des Satzes auf b%, = Op(T/N).

Das folgende Korollar stellt die Voraussetzungen zusammen, um die asymptotische Konsistenz
der Statistik My aus (1.8) zu gew&hrleisten. Der negative Einfluss des Vorliegens eines friithen
oder spidten Changepoints auf das Konvergenzverhalten der Teststatistik ldsst sich unter
Umsténden durch die geringere Rate kompensieren, mit der in diesen Fillen der Schétzer 13]2\,
stochastisch gegen Unendlich strebt.



Korollar 1.7

{Zr(t)} sei wie in Definition 1.1 mit T* = 67T, 67 € (0,1) fir alle T > 0 und geniige den
Invarianzprinzipien (1.3) und (1.4).

Weiter set N = N(T) — oo fiir T — oo und N = O(T'72?) fiir T — oo

sowie |Ar|0r(1 — HT)\/T — 0o fiir T — oo erfiillt.

Auflerdem gelte

Orar + (1 —6r)a5? + 1/N + \/N/T 0
03.(1 — 67)2A2N '
Dann gilt unter Hy mit 1 < k* < N — 1:

. 1
My =

T — . (1.10)

max | /7| 5 oo, T — oo.

79 1<k<N
T8, 1S

Beweis: Eine Anwendung des Satzes 1.3 ergibt

1/2
02.(1 — 67)2AZT
izl = (I 17 5 o,
JTiR, % 07 (1= 6r)[ AT
52
da N = op(1) nach Satz 1.6. o

62.(1 — 07)2A2T

Schliefit man einen friithen oder spidten Changepoint in Korollar 1.7 durch 87 € (¢,1 — ¢),
0 < € < 1/2, aus, so ldsst sich die Voraussetzung (1.10) sinnvoll durch A2 N — oo ersetzen,
falls keine Kenntnisse iiber die Parameter ar und a3 vorliegen. Die fiir die Anwendung des
Satzes 1.3 notwendige Voraussetzung |Ar|fr(1 — HT)\/T — oo fiir T — oo in Korollar 1.7
wird dadurch impliziert.

1.3 Die kombinierten Schiatzer

Die Verteilung des Prozesses {Zr(t) : 0 < ¢t < T} unter der Nullhypothese steht bei
der Herleitung der Schétzer des letzten Abschnitts deutlich im Vordergrund. In diesem
Abschnitt wird versucht, das eventuelle Vorliegen der Alternative in die Konstruktion der
Schitzer miteinzubeziehen, ohne jedoch die Konsistenz der Schitzer unter der Nullhypothe-
se zu verlieren. Dazu setzen wir fiir festes T' > 0 kurzzeitig den Changepoint T* = 67T,
67 € (0,1), als bekannt voraus und erhalten zwei Mengen {Z7(T/N),..., Z7(k*I'/N)} und
{Zr((k*+1)T/N),...,Zy(T)} von Beobachtungen, wobei k* = [#7N]. Auf diesen Mengen
lassen sich unter der Alternative Schitzer fiir die Parameter der Verteilungen gemifi Defi-
nition 1.1 angeben, nach denen die jeweiligen Beobachtungen verteilt sind. Da jedoch der
Changepoint T* und damit £* unbekannt sind, nehmen wir obige Aufteilung der Beobach-
tungen fiir jedes 1 < k < N vor und erhalten fiir festes £ und T > 0 als Schitzer fiir

k
N . N
ar ap = AT = ﬁ Z;R“ 1 S k S ]\77 (111)
N
1 N

1=k+2



Die Schitzer ay fiir £ = —1 oder £k = 0 entsprechen den Fillen, dass entweder gar kein
Changepoint existiert oder vor der ersten Beobachtung liegt und treten hier auf, weil eine
einheitliche Definition gewdhlt wurde. Das Auslassen des Zuwachses Ry1q in der Definition
der Schitzer aj und d; wird bei den Betrachtungen unter der Alternative begriindet.

Da diese Funktionen messbar sind, erhilt man zwei Familien {a; : 1 <k < N} und {d; : —1 <
k < N — 2} von Schitzern. Von den Schitzern dj sind unter der Nullhypothese Schitzungen
des Parameters ar zu erwarten.

Bei konsequentem Weiterbegehen dieses Weges erhilt man ebenso zwei Familien von Schitzern
fiir die Parameter b% und b%?. Fiir die Problemstellung, den unbekannten Parameter b3 in der
Statistik M7 aus (1.2) zu ersetzen, erscheint dies aber nicht unbedingt geeignet. Denn wie die
Schitzer aj aus (1.11) wiirden die Schiitzer des Parameters bZ. fiir kleine k auf einer zeitlich
kurzen Beobachtung des Prozesses {Zr(t) : 0 < ¢t < T} basieren. Unter der Nullhypothese
ist es jedoch moglich, die Beobachtungen des gesamten Beobachtungszeitraumes bis T in die
Schédtzung miteinzubeziehen, um bessere Schitzungen zu erhalten. Denn die so entwickelten
Schitzer fiir den Parameter b%? liefern unter der Nullhypothese Schitzungen fiir b%.. Deshalb
kombinieren wir die Schitzer fiir b3 und b5 der beiden Mengen von Beobachtungen und
erhalten als Schitzer fiir b2 bei festem 1 <k < N und T > 0

%(Xk:(R—%ak) + Z (R——ak)z) L 1<E<N-2,

bf = b3 g o= ) N N i=k+2 (1.13)
(Ri_—dN) : ke {N-1,N}L
=1

Wie oben erhélt man also eine Familie {l;z : 1 < k < N} von Schitzern. Die heuristische
Herleitung begriindet der folgende Satz, in dem die Schidtzer sogar in einem gleichmifigen
Sinn unter der Nullhypothese als konsistent nachgewiesen werden.

Satz 1.8

{Zr(t)} sei wie in Definition 1.1 fir alle T > 0 und geniige dem Invarianzprinzip (1.3).
Weiter sei N = N(T') — oo fiir T — oo erfillt.

Dann gilt unter Hy:

N
a) max |a; —ar| =Op (max{\/—,NTa_l}) , T — oo,
1<k<N T
max | —arp| =Op (max{\/ SNTE™ 1}) T — oo.
—1<k<N -2

b) falls zusditzlich N und T /N monoton wachsend inT" sind sowie
log N Nlog N
loglogT T1-2e
dann folgt auch:

— oo fir T — oo und = 0 firT — oo gilt,

1225\7‘6%_13%‘ =op(l), T — oc.



Beweis:

a) Mit dem Gesetz vom iterierten Logarithmus® fiir Wiener-Prozesse folgt

. N T
o —arl =l e [ ()|
D N1 1
= by 12}35\7 \/ T kWT(k) +Op (NT )
N loglogk Wy (k) 1
= |b — NT®
bz T 12(}%% k kloglogk +OP< )

= Op (\/?) +Op (NT*71) .

Analog ergibt sich aufgrund der unabhingigen Zuwé&chse eines Wiener-Prozesses

I N
max |dk—aT|:Op ( —) + Op (NTa_l)
—1<k<N—-2 T

und somit folgt Behauptung a).

b) Ohne Einschrdnkung sei a7 = 0. Dann erhélt man mit denselben Methoden wie in Teil a)

VET 1 T
3 — b _ - k TO(—I/Q
(St = ol [ (i )|+ 0p (107)
D loglogk Wr(k) _1/2
= |b e
| T'@f??v N VEkloglogk +OP( )
B loglog N a—1/2
= Or (\/T) +0p (1°717)
= op(l).
Damit gilt
k 2 k
1 T 1 ) T
_ i — A R — Sl = k‘—/\z = 1 .
720 () 7 o= [t = o)

Und auf gleiche Weise folgt fiir die Summe nach dem Changepoint

1 N T 2 1 N

- Ri— —ay) — = R = op (1).

L <heN—2 T,Z ( N“k) T,Z i|=or()
1=k+2 1=k+2

5In dieser Arbeit wird log als max{log, 1} benutzt.



Dann folgt fiir festes kg € N

1<k<N-2

k

<, p 2 (7 o) -
N
o fr 3 (e gn) -
1=k42

k N

"1 %;R? - | T 2 e S o)
k

- ML AL BT W_%ZR 0| or ()

(1.14)

da fiir festes kg sicherlich gilt

2 _
b = 1 T
12}&)20 g R; 7| =op(1), — 00,
N -k
2 2
— ;- br| = 1 T — oo.
N—kon<l%)§(N—2 T Z it N T or(1),

1=k+2

Sei im Folgenden W; = Wr(iT/N) — Wr((i — 1)T/N) fiir 1 < i < N. Dann sind /ZW;
fiir 1 < ¢ < N unabhingig und identisch verteilt, wobei \/%Wi 2 N(0,1).

. . T
Nach Satz 1.2.1 in [CsRe81] gilt 1@2}}(\7 |Wi| =Op (\/ Nlog N).

Sei weiter n; = R; — byW, fiir 1 < ¢ < N. Dann gilt wegen des Invarianzprinzips (1.3) und

der Annahme a7 =0  max || =Op (T).
1<i<N

Damit folgt

k k

o K b
=1

Nk k

_Tz:: (br Wi+ mi)* kaTZ

=1

max
ko<k<N

= mnax
ko<k<N

IA

N k
ko <k<N k_z::

=Op (,/%T?alogzv) +Op ( TM)

= op(1). (1.15)

k <k<N




Und analog ergibt sich

N EoOT 232 bT ZW2

1=k+2 1=k+2

max

= . 1.16
1<E<N ko (1.16)

Fiir den letzten Schritt des Beweises seien beliebige €, § > 0 vorgegeben und es sei B? > 0
so gewihlt, dass nach Voraussetzung b2 < B? fiir alle T > 0 erfiillt ist.

Weiter seien X 2 N(0,1) fiir ¢ € N und unabhéngig. Das starke Gesetz der grofien Zahlen
ergibt

k

%ZX?—l

Jk e N: P(sup
=1

ki <k

Damit folgt fiir alle N > k;

2 2_q|>6) <= > .
P (kaf??;(N ZW 1 5) <5 YN >k, (1.17)
und ebenso fiir die Summe nach dem Changepoint
dk; e N:
P b%  max szz—l >4 <E VN > ko (1.18)
Tich<Nok (N —k—1)T ol -2 -7 '

Da in (1.14) ko beliebig war, ergibt sich daraus und mit (1.15) bis (1.18) sowie Satz 1.4
die Behauptung. a

Anders als im vorigen Abschnitt erhdlt man eine Familie {IA)% :1 <k < N} von Schitzern fiir
den Paramater b%.. Da jedoch die Statistik My aus (1.2) auf der von k abhéingigen Differenz
Z; basiert, ersetzen wir fiir jedes k den unbekannten Parameter b2 durch den Schitzer l;z
und erhalten so fiir festes T' > 0

My = r<n |77 - (1.19)

3\

R

Dabei gilt minj<p<n l;z > ¢/2 auf Mengen von beliebig hohen Wahrscheinlichkeiten fiir T
grof} genug, falls b2 > ¢ > 0 fiir alle 7 > 0 sowie die Voraussetzungen des Satzes 1.8.b)
erfiillt sind. Mit den Sdtzen 1.2 und 1.8 sowie dem Lemma von Slutsky ergibt sich dann die
Grenzverteilung der Statistik My gemiB Satz 1.2 unter der Nullhypothese.

Aufgrund der Kombination der Schiitzer fiir die Parameter b%. und b3?, wie in der Einleitung
dieses Abschnitts dargelegt, liefert im Allgemeinen keiner der Schitzer l;z fiir 1 <k <N un-
ter der Alternative konsistente Schitzungen fiir den Parameter b2.. Doch gerade wegen dieser
Kombination der beiden Schétzer ist unter der Alternative mit einem Changepoint 7" und
k* = [NT*/T] von den beiden Summen in der ersten Zeile von (1.13) fiir k£ = k* zu erwarten,

dass diese jeweils fiir T" — oo entweder stochastisch konvergent oder zumindest stochastisch



beschrinkt (= Op(1)) sind. Da k* unbekannt ist, besitzt der Wert des eventuell vorhandenen
Grenzwertes des Schitzers l;z* keine Relevanz. Vielmehr ist fiir die Statistik MT von Bedeu-
tung, dass der Schitzer IA’%* unter der Alternative auf jeden Fall stochastisch beschriankt ist.
Diesen Sachverhalt gibt der folgende Satz unter Alternativen mit einem beliebigen Change-
point T* = 671 wieder, wobei 07 € (0,1). Wegen der Konstruktion des Schétzers l;z* ist im
Gegensatz zu Satz 1.6 keine Abh&ngigkeit von 87 bzw. 1 — 87 zu erwarten.

Satz 1.9

{Zr(t)} sei wie in Definition 1.1 mit T = 07T, 07 € (0,1), fir alle T > 0 und geniige den
Invarianzprinzipien (1.3) und (1.4).

Weiter sei N = N(T) — oo fiir T — 0o sowie N = O(T'2%) fiir T — oo erfillt.

Dann gilt unter Hy mit 1 < k* < N — 1:

b2.=0p(1), T — oo

Beweis: Ohne Einschriankung sei 1 < k* < N — 2. Betrachte anderenfalls im Folgenden nur
apx und Summen, die bis k™ aufsummieren.

N N
1. z.z.:apr = ar +Op ( k*T) und  ag» = a7+ Op ( 4(]\7 — k*)T)
. N A
N (k N)

N i )
N
= ar+0Op ( k*T) .

Analog folgt mittels des Invarianzprinzips (1.4) die Behauptung fiir éy».

2. z.2.: b2, = Op(1).
Sei W; = Wr(iT/N) — Wr((i — )T/N) fiir 1 < i < k*. Dann sind /ZW; fir 1 <i < &
unabhingig und identisch verteilt, wobei 4/ %Wz 2 N(0,1). Damit ergibt eine Anwendung

der Markov-Ungleichung
k* T
; Wil = Op (k*\/ﬁ) .

Analog ergibt sich
k*
T
;Wf =Op (kﬁ) : (1.20)

Sei weiter n; = R; — byW,; — %(ZT fiir 1 < ¢ < k™. Dann gilt wegen des Invarianzprinzips
(1.3)

| = O0p(T?).
@g*lnl p(T")



Somit folgt fiir die Summe

k*

2.

=1

R, — —ar

N

Damit erhélt man nun mit Teil 1)

e
> b Wi + i)

=1

Op (k\/g) +O0p (T
al

k* 2 2
1 T T
— Ri— —ap ) — | R — =
T; ( N ) ( N“T)
k* k
1 (. T . T T2 )
S T (QW Afx — LZT| Zz:; RZ WQT —|— m Z (ak* — QT) )
1 [N [T\ kT N
- — — k) — - —
NF k*T) OP( N) Nz OP (kT)

VE*
= Op ( + |- (1.21)
Analog folgt
N 2 2
1 T T . VN —
1=k*+2
Fiir die Summe der quadratischen Zuwéchse gilt mit (1.20)
R;— —a = brWi + n)°
;( N T) ;( Wi+ 1)
k* k* k*
= bp Y WP42bry Wi+ n?
=1 =1 =1
T T
— A [ty A k*TQa
OP( N)‘|‘OP( \/N)—I-OP( )
T
~on(eT) 0
Und analog ergibt sich
N 2
T . T
| > (Ri - WQT) =Op ((N — k) ﬁ) : (1.24)
1=k*+2



Somit gilt schlieflich mit (1.21) und (1.23)

_ 0y (%) _ (1.25)

N 2
1 T N — k*
T 2 (RZ’_N“’“*) _OP( N )
i=k*42
Daraus erhdlt man mit (1.25) die Behauptung. o

Der Beweis zeigt auch den Grund des Auslassens des Zuwachses Rp«1q in den Definitionen
der Schitzer. Ansonsten wiirde der Schitzer dp+ und die zweite Summe des Schitzers l;z* auf
einem falschen “Anfangswert” beruhen. Bei Alternativen mit einem Changepoint T*, der fiir
alle T' > 0 mit der Beobachtungsstelle £*T' /N zusammenfillt, eriibrigt sich dies.

Nach dem vorangegangen Satz ist l;z* unter der Alternative fiir k* = [67 N] stochastisch be-
schrinkt (= Op(1)). Fiir die Statistik Mz aus (1.19) liegt damit eine ausgezeichnete Situation
vor. Denn bereits unter den Voraussetzungen des Satzes 1.3 und nur der zusétzlichen Forde-
rung N = O(T172?) ist bereits die asymptotische Konsistenz der Statistik Mr gewihrleistet,
also

- P
Mr =00, T — 0.

In der folgenden Diskussion, in der kein Anspruch auf mathematische Vollstandigkeit erhoben
wird, beschridnken wir uns auf den am h&ufigsten vorkommenden Fall eines Changepoints
T*=0rT und 07 € (¢,1 —¢),0 < €< 1/2, und gehen von keinen weiteren Kenntnissen iiber
das Verhalten der Parameter a7 und a7 aus. Im Vergleich mit der Statistik My aus (1.8) des
vorangegangen Abschnitts ist zu erwarten, dass die hier vorliegende Statistik M7 “schneller”
hohe Werte unter der Alternative bei wachsender Beobachtungsdauer 7" annimmt. Denn der
Faktor AZ N, der unter diesen Voraussetzungen im Beweis des Korollars 1.7 die stochastische
Konvergenz gegen Unendlich erzwingt, entspricht bei Ubertragung auf den hier vorliegenden
Fall der Statistik My dem Faktor AZT. Dies ist sogar analog zu dem Fall der Statistik My
aus (1.2), in der keine Schiitzung des Parameters b3, erfolgt, wie die Diskussion nach Satz 1.3
zeigt.



1.4 Der 2-stufige Schitzer

Ausgehend von der bekannten Lage des Changepoints unterteilten wir im letzten Abschnitt
die Beobachtungen in zwei Mengen und erhielten so unter der Alternative Schétzer fiir die
Parameter des Modells der Definition 1.1. Unter der Alternative ist die optimale Stelle der
Aufteilung an der letzten Beobachtung vor dem Changepoint und unter der Nullhypothese an
der letzten Beobachtung, so dass gar keine Aufteilung erfolgt. Mittels solch einer Aufteilung
kénnte man “optimale” Schitzer fiir die Parameter angeben.

Da jedoch unter der Alternative der Changepoint nicht bekannt ist, versuchen wir in diesem
Abschnitt mittels eines Schiitzers &* die optimale Stelle &* der Aufteilung der Beobachtungen
in zwei Mengen zu erhalten. Mittels dieser Schitzung k* definieren wir die Schiitzer fiir die
Parameter ar und b2 des Modells der Definition 1.1. Dazu seien bei festem 7' > 0 folgende
Schétzer fiir

E* k= k% = argmax{|Z}| ;k=1,...N}, (1.26)

];*
R X N T , T

ar : Qe = Qo p 1= i g (ZT (lﬁ) - Zr ((2 -1) ﬁ)) , (1.27)

=1
N & T TN T\
2 . P2 p2 . § : ~ ~ 5
bT . b];* = biﬂ*,T = ﬁ = (ZT (lﬁ) - ZT ((’L - 1) ﬁ) - ﬁak*) (128)

gegeben. Analog lassen sich Schiitzer fiir die Parameter a% und b5* angeben, auf deren Be-
handlung verzichtet wird, da im Vordergrund das Ersetzen des Parameters b3 in der Statistik
M7 aus (1.2) steht. Die in diesem Abschnitt gewonnenen Resultate iibertragen sich auf die
Schitzer fiir die Parameter a% und b%?.

Unter der Nullhypothese erreicht man nicht, dass der Schitzer k= “dicht” an dem optimalen
Wert N liegt, damit die Beobachtungen des Prozesses {Z7(t) : 0 <t < T} iiber die gesamte
Beobachtungszeit T in die Schdtzungen miteingehen. Doch reicht unter der Nullhypothese fiir
eine konsistente Schitzung der Parameter a7 und b%. mittels der Schiitzer in (1.27) und (1.28)
aus, dass die Werte von k* zumindest proportional zu der Anzahl N der Beobachtungen bei
wachsender Beobachtungsdauer T" zunehmen. Dazu das folgende Lemma:

Lemma 1.10

{Zr(t)} sei wie in Definition 1.1 fir alle T > 0 und geniige dem Invarianzprinzip (1.3).
Weiter sei N = N(1') — oo fiir T — oo erfillt.

Dann gilt unter Hy:

L argmax{|B(t)|;0 <t <1}, T — oo,

==

wobei {B(t);0 <t < 1} eine Standard-Brownsche-Briicke ist.

Das Lemma zeigt, dass k* kein konsistenter Schitzer fiir N unter der Nullhypothese ist.
Jedoch impliziert die Eigenschaft argmax{|B(t)| : 0 < ¢t < 1} # 0 P-fis. die stochastische
Konvergenz des reziproken Quotienten N/l%* Fiir den proportionalen Fehler gilt somit die
Aussage N

= =0p(l), T—oo (1.29)




Beweils von Lemma 1.10:

Wegen der Stetigkeit des Prozesses {B(t) : 0 <t < 1} und der Kompaktheit des Trigers wird

to := argmax{|B(t)| : 0 <t < 1}

angenommen. Nach Satz 3.1 in [Fe95] gilt, dass to P-f.s. eindeutig ist®.
Da {Z[*Ns] :0 < s < 1} nur endlich viele Werte annimmt, wird auch

sy := argmax{ (szT)_l/z ‘Z[*Ns] :0<s<1}
angenommen.
Wegen der P-f.s. Eindeutigkeit von ¢g gilt
Ve>0: P |B(to)]— sup |B@t)|>0] =1
0<t<tg—c
to+c<t<1
- 1
=1 = P[|J{IBlto))|— sup [B(t)]>=
0<t<tg—c n
n=1 tote<t<1

. 1

= lim P | |B(to)|— sup |B@)]>—

n—r0oo 0<t <ty —c n
to+c<t<1

Fiir vorgegebene ¢, ¢ > 0 erhédlt man somit ein geeignetes § > 0, so dass

€

pl1Bu < sup (BO+6) <
0<t<tg—c 2
to+c<t<1

Damit folgt

P(lst—tol>¢) < P sup [BW®I>|Bsr)l
0<t<tg—c
to+c<t<1

< P s B> BGsr)l, 1Bt > swp [BO)]+
0<t<tg—c 0<t<tg—c
to+c<t<1 to+c<t<1
€
< P(IB(o)l > |B(st)[ +6) + 5.
1
Sei Br(z) := Wi (Wr (2T) —2Wr (1)), 0<2<1,
1
und Pr(z) = 72[*Nx]7 0<z<1.

+/Th?
T
Dann gilt wegen des Invarianzprinzips (1.3) nach [HoSt98]

IN
N | e

1 1
d15>0: P | sup 72[*]\71’] — Br(z)| > =0
0<e<t |, /Th2, 2

®vgl. auch Bemerkung 3.1 und Satz 3.2 in [Fe95].

L€
2

(1.30)



Damit folgt mittels (1.30) fiir 7" > Tj

P (st —to] > ¢)
< P(|Br(to)| > | Br(st)| + ) +§

€
= P (IBr(to)| = |Pr(to)| + [Pr(st)| = |Br(s7)| + |Pr(to)| = [Pr(s7)| > 6) + 5
€
<P (2 sup |Br(x) — Pr(z)|+ |Pr(to)| — |Pr(sr)| > 5) + =
0<e<1 2
< P(|Pr(to)| = |Pr(st)| > 0) + ¢
= e
Da k* = Nsr, folgt die Behauptung. a

Der folgende Nachweis der Konsistenz der Schitzer a;, und l;i* unter der Nullhypothese
gleicht dem analogen Beweis des vorigen Abschnitts. Jedoch erfolgt hier die Beobachtungs-
dauer des Prozesses {Z7(t) : 0 < t < T} bis zu der “zufilligen” Zeit &*T/N. Der auftretende
Unterschied, dass das Argument des Prozesses {Y7(t)} nicht mehr deterministisch ist, ver-
hindert nicht die Benutzung des Invarianzprinzips (1.3), da

T T
Vi (k—) iy (k—) ‘ < sup [Vr(t) - Wr(t)] = Op(T?).
N N 0<t<T

Weiter wird die giiltige Abschitzung
1
—WT(xT)‘

1 T
— Wy lk*— )| < su
\/T‘ T( N)‘_OSJJI;I\/T

benutzt, obwohl {Wr (fc*t) 1t > 0} kein Wiener-Prozess sein muss.

Wir gelangen zu der Konsistenzaussage der Schitzer unter der Nullhypothese.

Satz 1.11

{Zr(t)} sei wie in Definition 1.1 fir alle T > 0 und geniige dem Invarianzprinzip (1.3).
Weiter sei N = N(T') — oo fiir T — oo erfillt.
Dann gilt unter Hy:

1
a) 4;, —ay =0p(—), T — oo.
) b —ar = Op( )
b) falls zusditzlich N und T /N monoton wachsend inT" sind sowie
loe N, o fiir T = g N8N ot s o git
——— — o0 fir oo un iir oo gi
log log T’ T1-20 g

dann folgt auch: )
b%* — b7 =op(l), T — .



Beweis:

a) Mit Invarianzprinzip (1.3) und (1.29) folgt

N - T
ion —ar = br—Vr (k"=
Ujpe — AT T T( N)

-l ) or)

— 0p (%) . (1.31)

b) Ohne Einschrankung sei a7 = 0. Dann gilt mit (1.31)

E* 2
) N T
2 _ . A~
% T B 2 (RZ - Na’“’“)

=1

k*
_ N SR - T a2
A*T - 7 N io*

L*
N
= - R? 4 op(1). 1.32
o 2+ or() (1.3

Seien im Folgenden ¢, > 0 beliebig vorgegeben.
Nach Voraussetzung existiert ein B? > 0, so dass b3 < B? fiir alle 7' > 0.

Sei W; = Wr(iT/N) — Wr((i — 1)T/N) fiir 1 <i < N. Dann sind /&W; fir 1 <i < N
unabhingig und identisch verteilt, wobei y/ZW; 2 N(0,1).
Seien X; 2 N(0,1) fiir ¢ € Nund unabhingig. Das starke Gesetz der grofien Zahlen ergibt

1< 1] €
und damit fiir alle N > kg
N < €
P (bQT IR W;Wf —1] > 5) < (1.33)

Eine Anwendung des Satzes 1.2.1 aus [CsRe81] ergibt

T
12&;}}\7|W2| =Op (\/ ﬁlogN) .

Sei m; = R; — byW, fiir 1 <7 < N. Dann gilt wegen des Invarianzprinzips (1.3) und der
Annahme a7 =0

| = Op(T%).
12%“7' Op(T")



Mittels der zwei letzten Aussagen folgt fiir die Summe der quadratischen Zuwichse

N , N
_ - bW + 1
k*T;Z k*T;(T + )
_ oy §W2+bT?N in'W'-F N §:’72
Ter = A e =
];*
S A]*VT S W+ 0p (VNIog NT* V) +0p (NT?1)
=1
N &
= b w2 1). 1.34
Tk*T; Z+op (1) (1.34)

N A
Weiter gilt wegen (1.29): 3C' >0 315 >0: P (6 > k*) < i VT > T.

Fiir T groff genug, jedoch mindestens so, dass N/C' > ko ist, folgt mit (1.32) bis (1.34):

2
P(‘B?*—IPT‘E%) - P I%Z*VT;(RZ»—%&,;*) 2> 36
< pl| X iRLb?Tm(s + <
- T =
s N a 2 2 2
< P le%*T;WZ_bT >6 )+
s N = 2 2 N _ . 3
< P le%T;WZ — k| >4, C<k)—|—4e
N 3
< P(b%korg]?;(N W;Wf—l 25)+Ze
< €
und man erhilt die Behauptung des Satzes. a

Mittels des Schétzers l;i* aus (1.28) ldsst sich wie gewohnt der unbekannte Parameter b3, in
der Statistik M7 aus (1.2) ersetzen. Man erhilt als Statistik fiir festes 7' > 0

- 1
My = max |Z;]. (1.35)

\/ Lx

Dabei gilt l;i* > ¢/2 > 0 auf Mengen von beliebig hohen Wahrscheinlichkeiten fiir T grof§
genug, falls b3 > ¢ > 0 fiir alle T > 0 sowie die Voraussetzungen des Satzes 1.11.b) erfiillt

sind.



Aufgrund der Konsistenz des Schétzers l;i* bleibt die Grenzverteilung der Statistik M7 gemif
Satz 1.2 fiir die Statistik M7 unter der Nullhypothese bei Einhalten der Voraussetzungen des
Satzes 1.11.b) erhalten.

Zur Untersuchung der Schitzer unter der Alternative wird eine Modifikation der Invarianz-
prinzipien (1.3) und (1.4) bendtigt. Es wird wie bei Kiihn [Kiithn99] gefordert:

Es exisitiert o € [0, 1) und 6 € R} sowie

es existieren fiir alle 77 > 0 unabhéngige Wiener-Prozesse {Wr(t) : 0 <t <T*} und
{W5(t): 0 <t <T —T*} auf (Q, A, P), so dass gilt:

Yr(t) — Wr(t)

sup ‘ =0p(1), T — oo, (1.36)
S<t<T* e
Yi(t) — Wit
sup M‘ =0p(1), T — oc. (1.37)
§<t<T—T* e

Weiter werden mit denselben Parametern o und §, symmetrisch zu den oben genannten,
folgende Invarianzprinzipien gefordert:

Es existieren fiir alle 7> 0 unabhéngige Wiener-Prozesse {Wr(t):0<t<T*} und
{W5(t) : 0 <t <T —T*} auf (Q, A, P), so dass gilt:

Y7 (T*) = Y7 (T* — t) — Wr(t)

sup =0p(1), T — oo, (1.38)
§<t<T™ ¢
YA(T = T%) = Yi(T = T* —t) — Wi(t
ap | YL ) — Y7 _ ) = Wit)| _ Op(1), T —oo. (1.39)
§<t<T—T* t

Dabei seien die Wiener-Prozesse {Wr(t) : 0 <t <T"} von {Wx(t) :0 <t <T —T*} sowie
{W5(t):0 <t <T —=T*} von {Wr(t):0<t<T*} fiir alle T > 0 unabhéngig.

In der Nihe des Changepoints wird ein moderates Verhalten der Prozesse {Y7(¢)} und {Y7(¢)}
verlangt:

sup |Yr(I™) —Yr(I™ - t)| =0Op(1), T — oo, (1.40)
0<t<s
sup [Y7 ()| =0p(1), T — oco. (1.41)
0<t<s

Bei den Invarianzprinzipien (1.3) und (1.4) wird die Approximation durch die Wiener-Prozesse
bis an den linken Rand der Intervalle [0,7™] und [0,7 — T™*] gefordert, dagegen ist dies bei
den neuen Invarianzprinzipien (1.36) und (1.37) lediglich bis zu einem Randabstand é > 0
moglich. Wegen der diskreten Beobachtungen und 7'/N — oo fiir T' — oo reicht eine Appro-
ximation bis zu einem Randabstand § > 0 fiir die Anwendungen des Invarianzprinzips (1.3)
aus. Die Approximation gem&f Invarianzprinzip (1.4) bis zum Rand wird durch das Erfiillen
des neu geforderten Invarianzprinzips (1.37) in Verbindung mit der Bedingung (1.41) im-
pliziert. In diesem Sinne sind die hier betrachteten Invarianzprinzipien (1.36) und (1.37)
eine Verschdrfung der bisherigen (1.3) und (1.4). Die weiteren Invarianzprinzipien (1.38)
und (1.39) verlangen eine analoge, unabhingige Approximation der umgekehrten Prozesse
Yo(T*) = Yy (T* — t) und Yj(T — T*) — V(T — T* — 1).



Trotz der stirkeren Approximationsforderungen erfiillen die zu Beginn dieses Kapitels ge-
nannten Beispiele von Prozessen, die dem Modell der Definition 1.1 sowie den Invarianzprin-
zipien (1.3) und (1.4) geniigen, auch die Invarianzprinzipien (1.36) bis (1.39). Die Nachweise
sowie die konkreten Definitionen dieser Prozesse finden sich in [Kiihn99].

Mittels der neuen Invarianzprinzipien lisst sich die schwache Konsistenz des Schitzers k*
unter der Alternative nachweisen. Es werden hier Alternativen mit Changepoint 7% = 67T
und festem 6 € (0, 1) sowie von 1" unabhéngigen Parametern ar und a% betrachtet.

Satz 1.12
{Z7(t)} sei wie in Definition 1.1 mit ar = a und ¢ = a* fir alle T > 0 und geniige den
Invarianzprinzipien (1.36) bis (1.39) sowie der Bedingung (1.40).
Weiter sei N = N(1') — oo fiir T — oo erfillt.
Dann gilt unter Hy mit T* = 0T, 6 € (0,1):

k" — k"= 0p(1).
An dieser Stelle sei noch einmal darauf aufmerksam gemacht, dass fiir die Schitzung I
des Parameters k* keine weiteren Daten aufler an den dquidistanten Beobachtungspunkten
t; = i%, 1 <@ < N, gefordert werden. Bei kontinuierlichen Beobachtungen dagegen erhéilt
man mit

e = argmax{‘ZT(t) - %ZT(T)‘ e 8T - 5]}

einen schwach konsistenten Schitzer” fiir den Changepoint 7. Damit ldsst sich mittels
T*N
T

*

sogar ein Schitzer des Parameters £~ gewinnen, fiir den P( k= e {k*—1,k* k" + 1}) — 1 und
max{k*T/N —T*, 0} = Op(1) fiir T — oo gilt, wobei k* = [NT™*/T]. Dies erhiilt man jedoch
nur auf Kosten von zusdtzlichen Beobachtungen, die nicht weiter in die Varianzschdtzung
eingehen.

Der Beweis der schwachen Konsistenz des Schitzers k* erfolgt dhnlich wie in [Kiihn99] fiir
die schwache Konsistenz von T*, jedoch mit einigen kleinen technischen Erweiterungen, da
in dem hier vorliegenden Fall die Schitzung k* nur auf diskreten Beobachtungen beruht
und somit im Allgemeinen keine Beobachtung am tatsdchlichen Changepoint vorliegt. Dazu
werden folgende drei Lemmata bendtigt, in denen T = 07 fiir festes 6§ € (0, 1) sowie k* =
[IN] sei.

Lemma 1.13

a) Seien {Yr(t) : 0 <t < T*} fir alle T > 0 stochastische Prozesse auf (2, A, P), die dem
Invarianzprinzip (1.38) geniigen.
Dann gilt fiir beliebiges u € R

Ye>0 Elt():to(é)Z(s ElT()ZO

Yr(T*) — Yr(t
P sup () T()Zu <e YT >Tp.
0<t<T*—tq T —t

Tvgl. hierzu [Kithn99].



b) Seien {Y}(t):0 <t <T —T*} fir alle T > 0 stochastische Prozesse auf (2, A, P), die
dem Invarianzprinzip (1.37) geniigen.
Dann gilt fiir beliebiges u € R

Ye>0 Elt():to(é)Z(s ElT()ZO

» ( I (10

v

w| <e, VT >T,.
to<t<T—-T* 1

Beweis:

b) Mit Invarianzprinzip (1.37) gilt

Yi() - Wi ()
Vitloglogt

und mit Hilfe des Gesetzes vom iterierten Logarithmus fiir Wiener-Prozesse folgt daraus
fiir beliebiges € > 0

su
§<t<T—T*

‘ = 0p(1)

Y7 (t)
375,C>0: P sup ———t_>(C]<¢ VT >T,.
0 (5§t§T—T* Vitloglogt ) 0

Wihle tg > 0, so dass 4/ logiogt < & fiir alle ¢ > .
Dann folgt die Behauptung fiir 7" > Ty aus

P sup r > u < P sup — I’ >
(togth—T* t - ) - (togtST_T* Viloglogt ~

< e
a) Der Beweis erfolgt wie oben mit Invarianzprinzip (1.38). o

Lemma 1.14

a) Seien {Yr(t) : 0 <t < T*} fir alle T > 0 stochastische Prozesse auf (2, A, P), die dem
Invarianzprinzip (1.38) und der Bedingung (1.40) geniigen.
Weiter sei N = N(T') — oo fiir T — oo erfillt und by sei fir T — oo beschrdnkt.
Dann gilt fiir beliebige u,v € R%:

Ve>0 3FdeN 3Ty>0:

(o () (5)



b) Seien {Yr(t):0 <t <T*} fir alle T > 0 stochastische Prozesse auf (2, A, P), die dem
Invarianzprinzip (1.38) und der Bedingung (1.40) geniigen.
Ebenfalls seien {Y[(t) :0<t <T —T*} fir alle T > 0 stochastische Prozesse auf
(Q,.A, P), die dem Invarianzprinzip (1.37) geniigen.
Weiter sei N = N(T') — oo fir T — oo erfillt und by, b seien fir T — oo beschrdnkt.
Dann gilt fiir beliebige u,v € R7:

Ve>0 ddeN dTp>0:

P (bT (YT (™) - ( )) LYy (k% _ T*)

(k——T*) ( _), ke{k*—|—d,...,N})§e T> T
Beweis:

b) Ohne Einschrinkung sei (k* +2)% > 6.
L Fall: T* = k*% > 6> 0.
Sei € >0 beheblg vorgegeben. Eine Anwendung des Invarianzprinzips (1.38) ergibt

AC=C(e) >0 ITy =Ti(e) > 0:

Yr(T*) =Yy (%
(o700 T§ N>207 T — k*—>5 <t owr>m
T*_k*ﬁ 2
Weiter folgt aus Lemma 1.13b)
ddy e N ATy, =Ts(e) > 0:
Vi (k& -1 1
b7  max %>— gf VT > Ts.
E*4dy <k<N kN_T* 2 2’

Ferner gilt sicherlich fiir alle 7" > 0 die Abschédtzung

1 T T
R —=-T") > k= > k* .
dd, € N 2u(kN T) > (v+0C) (T k N) VE>E +d

Somit erhdlt man insgesamt fiir d = max{dy,dy} und 7' > Ty = max{T}, T>}

ke{k*+d,...,N})+%
T 1 T €
* V7K T} > = L * >
_P(bTYT(kN T _Qu(kN T), ke {k™+d, JV})Jr2

Yillks -1~ 1
P by max % > —u | +
k*+d<k<N  k~x — T~ 2

IN
=l

IA
o™



2. Fall: T* — k*L < 6.

Sei € > 0 beliebig vorgegeben.

In diesem Fall benutzt man statt des Invarianzprinzips (1.38) die Beschridnktheit (1.40)
und erhélt:

HC:C(€)>O E|T1:T1(€)>Ol

Wie im ersten Fall gilt aufgrund des Lemmas 1.13b)

E|d1€N 3T2:T2(€)>03

Ve (kL -1 1
P b7  max % —u | <
E*4dy <k<N kﬁ — T 2

v

VT >1T,.
Hier benétigt man fiir alle 7" > 0 die Abschitzung
1 T N N
dd, € N: §u(kﬁ—T ) >vd+C Vk>E +ds.

Insgesamt ergibt sich so fiir d = max{dy, ds} und T > Ty = max{Ty, T2}

T T T
> k—-T") —ov | T -k — ke{k"+d,....N T —k*— <§
>ufip =) =o)L FedE Hd N, * <o)

T T

<Py (ke —T") >ulbke—T") —(S+C), ke{k+d,....N}|+<
N N 2
T 1 T

< P(b*Tij (k——T*) >y (k——T*) . ke {k*+d,...,N}) + &
N 2 2

ikt -T%) 1
< P[b} max %Z—U —|—E
k*+d<k<N  k~x — T~ 2 2
<e€
Beide Fille zusammen ergeben die Aussage b).
a) Der Beweis erfolgt analog mit Lemma 1.13.a). o

Fiir das letzte Lemma, das fiir den Beweis der Konsistenz des Schitzers I notwendig ist,
wird noch folgende Notation® eingefiihrt:

l%_*l_ = l%_*I_(T) = argmax{Z; :k=1,...,N},
B o= B(T):=argmin{Z} :k=1,...,N}.

Pargmin{Z; : k=1,...,N} :=min{k : Z} = mini<<n Z;'}}.



Lemma 1.15

{Z7(t)} sei wie in Definition 1.1 mit ar = a und ¢ = a* fir alle T > 0 und geniige den
Invarianzprinzipien (1.36) sowie (1.39).

Dann gilt unter Hy und T* =0T, 8 € (0,1):

a) falls a* < a: P(fc*:l%_*l_)—>1, T — .
b) falls a* > a : P(l%*:l%*_)%l, T — .
Beweis: siehe Lemma 1.2.6 in [Kiihn99]. 0

Beweis von Satz 1.12:
Wir betrachten den Fall ¢* < a; der Beweis von a* > a erfolgt analog mit Abschitzungen in
die andere Richtung.

1. Fall: k*+1 < k>
Sei k > k* 4+ 1. Dann gilt

75— T
— 7 (k%) - %ZT(T) 7 (k%) + k—];ZT(T)
_ ( - k%) ((a* o YT L) UV (T T*))
— (a* —a) (T* - k%) + Yr(k), (1.42)

- T T
wobei YT(k) = b;«YfK (kﬁ — T*) + by (YT(T*) - Yr (k*ﬁ)) , Er+1 <k<N.

Sei € > 0 beliebig vorgegeben.
Wegen der Invarianzprinzipien (1.36) und (1.37) gilt

1 1
3Ty >0: P (T (brYr (T™) + b7Y7 (T —T7)) > 50(@* - a)) >1- % VT > Ty.(1.43)
Damit erhélt man mit (1.42)
P (Z,: _ 7 < %0 (" — a) (k% _ k%) (" —a) (T* - k%) bV (k),

Vke{k*+1,...,N})21— VT >1Ty. (1.44)

N |

Mit Lemma 1.14b) gilt
ddeN JT5,>0:

P (YT(k) > _%o (a* - a) (k% - k%) + (a* — a) (T* - k%) ke {k+d, .. .,N})



—p (YT(k) > —%0 (@ - a) (k% - T*) ~ (¢ - a) (T* _ k%) (%0 1

ke{k*+d,...,N})

).

< % VT > T, (1.45)
Damit ergibt sich mit (1.44) und (1.45) fiir 7' > max{7y, 15}
P (l%jr < k" + d)
>P(Z; - Z;. <0, Vke{k™+d,.
ZP(%O(Q*—(Z) (kﬁ_k*ﬁ) (a® —a) ( )—I—)~/T(l€)<07
Vke {k*+d,.. })—%
>1—e
Daraus folgt )
max{k} — k™, 0} = Op(1)
und somit mit Lemma 1.15 auch
max{k* — k*, 0} = Op(1).
2. Fall: k* > k*.
Sei k < k™. Dann erhilt man wie im ersten Fall

e (e (D) v (1)

Eine analoge Argumentation wie im ersten Fall und Benutzung des Lemmas 1.14a) ergibt

min{fc_*l_ — k%, 0} =0p(1)
und damit folgt mit Lemma 1.15
min{k* — k%, 0} = Op(1).

Beide Fille zusammen implizieren die Behauptung.

a

Mittels der schwachen Konsistenz des Schitzers &* nach Satz 1.12 lisst sich das Verhalten
der Schétzer ag, und b%* unter der Alternative bestimmen. Zuerst wird eine Abschdtzung

der Differenz des Prozesses {Zr(t)} an der geschitzten Stelle £*T'/N von der wahren Stelle

E*T'/N der letzten Beobachtung vor dem Changepoint 7™ benétigt.



Lemma 1.16

{Z7(t)} sei wie in Definition 1.1 mit ar = a und ¢ = a* fir alle T > 0 und geniige den
Invarianzprinzipien (1.36) bis (1.39) sowie den Bedingungen (1.40) und (1.41).

Weiter sei N = N(T') — oo fiir T — oo sowie T/N — oo fiir T — oo erfillt.

Dann gilt unter Hy und T* =0T, 8 € (0,1):

A*T _ *Z Z o
ZT(kﬁ)—ZT(k ]V)—I—OP(ZV)—I—OP(T)7 T — oo.

Beweis:

1. Fall: & < k*.
Fiir k* — k* < C fiir ein C' > 0 gilt

T ~ T T T
*_ _ *_ < *_ _ '_
e (15 ) =W ()| < e (5 = e (5 )|

und damit folgt mit Invarianzprinzip (1.36) und Satz 1.12

T * 7% * T 7% T
= (k —k)—|—bT (YT (k ﬁ) Yy (k ﬁ))
T T T )
(5o () e
T
2. Fall: k™ > k*.
Die Behauptung folgt analog mit den Invarianzprinzipien (1.36) und (1.37) sowie der Be-
dingung (1.41). ]
Lemma 1.17
{Zr(t)} sei wie in Definition 1.1 mit a7 = a und a’ = a* fir alle T > 0 und geniige den
Invarianzprinzipien (1.36) bis (1.39) sowie den Bedingungen (1.40) und (1.41).

Weiter sei N = N(T') — oo fiir T — oo sowie T/N — oo fiir T — oo erfillt.
Dann gilt unter Hy mit T* = 0T, 6 € (0,1):

. _ 1 1
ap —a=0p (max{ﬁ,ﬁ}), T — oo.

Beweis: Mit Lemma 1.16 folgt
N ~. T
e —a = —Ap | K'— | —
A —a P T( N) a
N 1 T T
= ————— | Zr | k= Opl|— Op(T%) ] —
Fror (7 () ror (§) roran) -
1 T 1 -
- 0r(5) () +0r () £0r ()

- on()+or(L). :




Satz 1.18

{Z7(t)} sei wie in Definition 1.1 mit ar = a und ¢ = a* fir alle T > 0 und geniige den
Invarianzprinzipien (1.36) bis (1.39) sowie den Bedingungen (1.40) und (1.41).

Weiter sei N = N(T) — oo fiir T — 0o und N = o(T'72%) fiir T — oo erfiillt.

Dann gilt unter Hy mit T* = 0T, 6 € (0,1):

. N 1 T
2 2 _ o
be, — by =0p (max{\/TT2 Wik 2})

Beweis: In dem Beweis werden folgende Notationen benutzt:

k* 2
N T T\ T
2 o 2 o . . ~
b= b= W; (ZT (ﬁ) — 71 (“‘ ! ﬁ) - w) :
N & T T\ T \?
2 2 — R B y ) - —
by = byr = =T ;_1 (ZT (ZN) VA ((2 1) N) Na) ,
T . T *
Wi = WT(ZW)_WT((Z_l)W)7 1<’L<l€7
i RimbpWi— a, 1<i<h
= 7 TVV, Na7 ST s .

Aufgrund der Markov-Ungleichung gilt

k* T
E_l |W;| = Op (k* ﬁ) (1.46)
und wegen des Invarianzprinzips (1.36) auch

| = Op(T?). 1.47
@g*lnl p(T) (1.47)

T T 1
B2 P2
L z2: 0, =41 =Op ( m) tor (N_) tor (Tﬁ)
Mit (1.46) und (1.47) erhdlt man

k*

2

=1

T
R; — —a

k*
v = Z |br Wi + ;]
=1

= Op (k\/%) + Op (k*T%)
S al

k* 2 2
T . T
2 (Rf‘ﬁ“fc*) B (Rf‘ ﬁ“)

=1

Damit folgt

N
k*T

o3 =01 =




IA
T
& =
SN
N
=1~
??‘g>
|
=
Nk

- orfome {3 o
= Op (\/%) +O0p (%) +O0p

1 /| N
/Y /A b%—b%ﬂ:OP (\/—N) —|—OP( m)

Mit dem zentralen Grenzwertsatz folgt

(LN) . (1.48)

k*
1 <= N 1
=Y SWP-1=0p (—f) : (1.49)
k =1 T N

Somit ergibt sich die Behaupung aus

k* 2
N T
2 .
b2 = k*TZ(RZ_ﬁa)
=1

N &
= k*TZ(bTWz'—I-m)Q

=1

= bk (1 +O0p (\/Lﬁ)) +Op (Nl/QTa‘l/z) +O0p (NT*71).

- T
. 2.2 b%* —bI=0p (m)

‘62* _bg\

kT

|
=
=
]~
TN
=
|
=]~
?5>
N——’
|
=
+
&)
v
=
TN
=
|
=]~
?5>
N——’

T 2 N & T 2 .
-, 1)~ PR CoR 1<k
s (R Nak ) + Op( )k*k*T ; (R Nak ) + 1<
< v , = , (1.50)
N T N T . ;
— > | Bi— ) +0p(1): o i = 0 k> k41
,_A =1

Fiir den zweiten Summanden in (1.50) folgt in beiden Fillen mittels der Teile 1) und 2)
k* 2
N T, 1 2 g2 2
rrr () = or () (- )

_ op (%) +0p (%) . (1.51)




Fiir die erste Summe der oberen Zeile in (1.50), also falls &* den wahren Wert &* iiberschiitzt,
wird zuerst eine Abschdtzung der einzelnen Summanden bendtigt. Wegen Satz 1.12 reicht
es aus, die Summanden auf der Menge {0 < b -k < C'} fiir ein festes C' > 0 zu
betrachten.

T
max |R; — —a;.
k*2<i<h Nk
T T
< ~ - = 1)< i
S Z (ZN) A ((l 1)N)‘ + 5 1%
il o 0 (157 - 1) =3 (60 1) [+ 00 () + 0r )

T
~or(¥);
Fiir den gemischten Summanden Rj«1; ergibt sich mittels (1.36), (1.37) sowie (1.41)
T T T
< | Zr (K +1)—= ) - Zr | k*— —
< [ (o) (o) o5
T
- or(5)

Bei einem Unterschidtzen von &* durch den Scl}éitzer k* reicht es wie oben nach Satz 1.12
aus, die Summanden auf der Menge {0 < k* — k* < ('} fiir ein festes C' > 0 zu betrachten.

T,
N e

Qe

‘Rk*+1 -

T
max |R; — —a;,
T
< R _ — a-
S e B el le -
T . T T VT N
= s o (i) - (60 ) on () wor (3 worir

Damit erhélt man insgesamt fiir die ersten Summanden der beiden Fille in (1.50)

fﬂ* 2 2
N T N . T

g R, — —a;. = —|k-kOp| =
T e ( NF ) k*T| 10 (Nz)

T

T -
= OP (m) s falls k* + 1 S k‘*7



k* 2 2
N T, N . T T
T g (Ri — —ak*) = k*T|k — k*|Op (max{—, —4})

1 T .
= Op (max{ﬁ,m}), falls  &* > k" + 1.

Damit folgt mit (1.50) und (1.51) die Behauptung 3.

Mit den Behauptungen 1 - 3 ergibt sich die Aussage des Satzes. O

Im Allgemeinen ist 7/N? keine Nullfolge, so dass nach Satz 1.18 der Schitzer l;i* nicht

als ein konsistenter Schitzer fiir b3 unter der Alternative nachgewiesen ist. Doch falls die
Invarianzprinzipien (1.36) bis (1.39) fiir o < 1/4 erfiillt sind, gewdhrleistet die Wahl von
N = TY?* fiir 0 < € < 1/2 — 2 das Einhalten der Voraussetzung N = o(T"=2%) des
Satzes 1.18, und der Schétzer 132* liefert konsistente Schitzungen fiir den Parameter bZ..
Wie in dem hier betrachteten Fall, ist auch unter allgemeineren Alternativen mit einem
Changepoint T = 67T, 07 € (0,1), und von T" abhdngigen Parametern ar und a% das Ver-
halten des Schétzers 132* von der Konsistenzrate des Schitzers k* fiir k* = [07N] abhdngig.
Bei einem “local change”, d.h. falls Ay = ar — a} — 0 fiir 7" — oo, verschlechtert sich
die Konvergenzrate des Schitzers k= aufgrund der abnehmenden Unterscheidbarkeit der sich
dndernden Parameter. Gleiches gilt unter Alternativen mit “friihen” oder “spidten” Change-
points, d.h. 87 — 0 oder 87 — 1 fiir T — oo. In diesen Fillen ist fiir den Schitzer l;i* mit
einem schlechteren Verhalten als unter den Voraussetzungen des Satzes 1.18 zu rechnen.
Satz 1.18 betrachtet das Verhalten des Schétzers l;i* unter Alternativen, die hdufig vor-
kommende Situationen beschreiben, jedoch von speziellerer Form als in den zwei vorigen
Abschnitten sind. Um die Konsistenz der Teststatistik My aus (1.35) unter der hier behan-
delten Alternative zu gewdhrleisten, reicht das Erfiillen der Voraussetzungen des Satzes 1.18
aus. Denn dann gilt l;i* = op (T'), so dass unter der Alternative mit Changepoint 7™ = 7,
6 € (0,1), nach Satz 1.3 folgt

—9 P
Z\4%—>c>o7 T — o0,

was gerade der Konsistenzaussage der Teststatistik M7 entspricht.

Mit dem Resultat der Konsistenz unter der Nullhypothese zu Beginn dieses Abschnitts ist l;i*
ein geeigneter Schitzer, um den unbekannten Parameter b2 in der Statistik My aus (1.2) zu
ersetzen. Die gewonnene Statistik My aus (1.35) bietet gegeniiber der Statistik My aus (1.19)
des letzten Abschnitts, die auf einer Familie von Schitzern fiir den unbekannten Parameter
b%. beruht, den Vorteil einer schnellen Berechenbarkeit. Denn in statistischen Anwendungen
ist max{|Z;| : 1 < k < N} zu bestimmen, so dass der Wert des Schiitzers &* unmittelbar
zur Verfligung steht. Die noch erforderlichen Rechnungen sind von minimalem Aufwand.



2 Lineares Modell

Den Betrachtungen dieses Kapitels liegt ein lineares Regressionsmodell der Changepoint-
Analyse und eine damit verbundene Testproblematik zugrunde. Chu und White [ChWh92]
geben dafiir eine Teststatistik sowie Schitzer fiir die Varianzen der in dem Modell vorkom-
menden stochastischen Fehler an. In Abschnitt 2.1 wird dieses Modell und die Teststatistik
unter stdrkeren Voraussetzungen eingefiihrt, die jedoch fiir die Praxis ebenso relevant sind.
Eine Familie von Varianzschitzern fiir das Modell wird unter der Nullhypothese und un-
ter der Alternative in Abschnitt 2.2 untersucht. In den Abschnitten 2.3. und 2.4 stellen wir
zwei neue, auf dieser Familie basierende Varianzschiitzer! vor, die bessere Eigenschaften als
die von Chu und White [ChWh92] unter allgemeineren Voraussetzungen vorgeschlagenen
Schétzer besitzen.

Die fiir die Beweise dieses Kapitels notwendigen Konvergenzraten von deterministischen Fol-
gen sind im Anhang A zusammengestellt. Simulationen zu den Ergebnissen dieses Kapitels
findet sich im Kapitel “Simulationen”.

2.1 Das Modell

Prozesse mit linearem Trend, deren Parameter einer Anderung zu einem Zeitpunkt unterlie-
gen, gehdren zu den klassischen Modellen, die in der Regressionsanalyse untersucht werden?.
Denn Anderungen von Einfliissen der realen Welt, z.B. ein Wechsel der Wirtschaftspolitik
oder Technologiefortschritt, bewirken oft nur Anderungen der Parameter, ohne dass sich das
Grundmodell als falsch erweist. Die Zeitpunkte dieser Anderungen der Parameter bezeichnet
man als Changepoints.

In diesem Kapitel betrachten wir ein lineares Regressionsmodell mit drei unbekannten Re-
gressionsparametern, in dem héchstens ein Changepoint vorliegen kann.

Definition 2.1
Seien {y; : 1 < i < n} fir festes n € N Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,A, P), die dem folgenden Modell geniigen:

S anF bt e 0 1< <k
y’L y’hn - an—I_b;;tz—l_ez . k*+1§2§n7

wobei a,, b, und b}, unbekannte reelle Regressionsparameter sind und k* = k*(n) € N ist.
Dabei sind ey, es,...e, unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Ke; = 0 und
Varianz 0 < 0% := Vare; < 00.

Beobachtungspunkte seien t; := 1% fir a > 0 und 1 <1 <mn.

Aufgrund der beobachteten Daten y1, ..., y, soll eine Entscheidung getroffen werden, ob ein
Changepoint k* vorliegt oder nicht. Das Testproblem formuliert sich folgendermafien:

Hy : kF"=n
Ha :1 <k <n und b, #0j,. (2.1)

'vorgeschlagen in [CsHo97].
2vgl. etwa [Seb77] oder [Hin71].



Das bedeutet, dass unter der Nullhypothese der Regressionsparameter b, konstant bleibt,
wihrend dieser unter der Alternative zu dem Zeitpunkt £* seinen Wert dndert.

In den asymptotischen Betrachtungen dieses Kapitels, in denen die Anzahl n der Beobach-
tungen wichst, wird die Familie von Prozessen {y; : 1 < i < n} gemifl Definition 2.1 fiir
n € N betrachtet. Dazu seien alle y; fiir ¢+ € N auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
raum (92, A, P) definiert und die Folge eq, e3,... seien unabhdngige und identisch verteilte
Zufallsvariablen auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum. Die Parameter a,, b, und b} setzen
wir als beschrankt voraus und benutzen die (stochastischen) Landau-Symbole o, und Op fiir
n — 0o, falls nicht anders gekennzeichnet.

Als weitere Notationen und Definitionen fiihren wir fiir festes n € N ein:

" Ye+1
Y =Yy, = : , 1<k <mn, Yo=Y, = : , 0<k<n—1,
Yk Yn
t1 1 e1
Ty =T, = Do y By i=E, = : , 1<k <n,
try 1 €k
tpt1 1 €k+1
T =Ty, = o], Ep=ELL = : , 0<k<n—-1,
t, 1 en

br S b [ %
e () e (5. smin ae ().

|| || bezeichne die euklidische Norm fiir Vektoren.

Da die Zufallsvariablen e; fiir 1 < ¢ < n die Schwankungen der Beobachtungen um die
Gerade a,, +b,t; bzw. a, + b} t; angeben, werden diese Fehler oder Residuen genannt. Weiter
bezeichnet man TkTTk fiir 1 <k <nund Tk*TTk* fiir 0 < k < mn — 1 als Designmatrizen. Das
Verhalten der Designmatrizen und deren Komponenten fiir £ — oo ist in vielen Zugingen
der Changepoint-Analyse fiir das Testproblem (2.1) von grundlegender Bedeutung.

Fiir ein lineares Regressionsmodell mit beliebig vielen unbekannten Regressionsparametern
und Fehlern ¢; mit E|e;|**® < oo fiir ein § > 0 geben Horvéth [Ho95] sowie Csérgd und
Horvath [CsHo97] eine Statistik und deren Grenzverteilung fiir das Testproblem (2.1) an.
Ubertridgt man die dort gestellten Forderungen an das Konvergenzverhalten der Designma-
trizen auf den hier vorliegenden Fall von nur einem sich unter der Alternative dndernden
Parameter, so erhdlt man unter anderem:

daeR I/ >2427/min{l,0}:
1 k
2
Eztl —a
=1

nik Z ti-a = 0((108;("—]“))_5), n—k— oo. (2.2)
i=k+1

0 ((logk)_ﬁ) , k= o0,

Sicherlich ist dies in dem hier vorliegenden Fall von t; = ¢ fiir 1 <7 < n und & > 0 nicht
erfiillt. Auch die in Hugkova [Hu96] gestellten Bedingungen, um Schitzer fiir die Regressi-



onsparameter eines linearen Regressionsmodells mit beliebig vielen unbekannten Regressions-
parametern herzuleiten, resultieren bei Ubertragung auf den Fall von nur drei unbekannten
Parametern in &hnlichen Bedingungen wie (2.2).

Das von Chu und White [ChWh92] vorgestellte Verfahren fiir das Testproblem (2.1), das
in diesem Kapitel betrachtet werden soll, kommt ebenfalls ohne eine Verteilungsannahme
fiir die Fehler aus und und ldsst die Designmatrizen TkTTk und Tk*TTk* gemif Definition
2.1 zu. Dieser Test basiert auf einem Vergleich von Schitzern fiir die Regressionsparameter
des linearen Modells. Denn bei bekanntem Changepoint k& = k* bieten sich als Schétzer
fiir die unbekannten Parameter a,, b, und b} die Kleinste-Quadrate-Schéitzer an, wenn die
Grundgesamtheit der Beobachtungen in zwei Teile {y; : 1 <7 < k} und {y; : k+1 < i< n}
getrennt wird. Man erhélt in Abhidngigkeit von der Stichprobengréfie n als Schétzer fiir

b : by = kaZI e (Zfﬂ ti) (Zfﬂ yz) , 2<k<n, (2.3)

e - (Sn) S
b b = (n—k) >0 k+1t'yi_<z =k+1 ti) (% k+1%)7 0<k<n—2 (2.4)
(n = k) Cieps 17 = (S 1)
0 - (Zf:l tzz) (Zi:l yz) - (Zfﬂ ti)z(Zle tiyi) L a<k<n (2.5)
kZZ 1 - (Zf—l ti)
a, i = (Z?:k-l—lt') (X =k+1 vi) = (2% =k+1 ti) (3% =k+1 Zyl>7 0<hk<n-2.

(0= k) Xl 7 = (Cipr 1)

(2.6)

Die erforderliche Eigenschaft der Messbarkeit ist fiir die Funktionen sicherlich gegeben. Fiir
weitere Eigenschaften wie Erwartungstreue und Konsistenz sei auf das Kapitel “Simulati-
onen” verwiesen.

Falls {¢; : 1 < i < n} eine Familie von unabhingigen standard-normalverteilten Zufallsvari-
ablen ist, so sind die Kleinste-Quadrate-Schitzer gerade die Maximum-Likelihood-Schitzer.
Doch auch ohne diese Verteilungsannahme lassen sich die Schétzer (2.3) - (2.6) sowohl unter
der Nullhypothese als auch unter der Alternative in der gewohnten Matrixnotation® darstel-
len:

Lemma 2.2
Sei 1 < k™ < n beliebig fiir festes n € N. Dann gilt:

a) A = ( z’; ) = (TFT) ' TFY,, 2<k<n.
b) Ap = ( zZ ) = (177T7) T TTYE, 0<k<n-—2.

Beweis: Unter Beachtung von

) 1 k _
(rfn)™ = S i i), acksa
kZZ 14— (Zle ti) 22:1 i ZZ b

®vgl. etwa S. 44 in [Seb77].




-1 1 n—k = it
und (1711 = ( n AL ) ;
( ) (n—Fk) Z?:k-l—l 2 — (E?:k-u ti)Q - Zi:k-l—l t Zi:k+1 t:
0<k<n-2,
ergeben sich die Behauptungen mit iiblicher Matrizenmultiplikation. a

Die Determinanten der Designmatrizen TkTTk und Tk*TTk* werden im Folgenden &fters auftre-
ten, weshalb sie abgekiirzt als

k k 2
dk::dk,n = kzt?—(zti) , 2<k<m,
=1 =1
n n 2
und  dj =dp,, = (n—k) Zt?—(Zti) , 0<k<n—2

i=k+1 i=k+1

bezeichnet werden sollen.
Ein direkter Nachweis zeigt die positive Definitheit der Matrizen TkTTk und Tk*TTk* fiir alle
2 <k <mn bzw. fiir alle 0 < k < n — 2. Damit gilt

dip >0 V2<k<n und d;>0 VO<k<n-—2

fiir beliebiges « > 0.

Ein anderes Verfahren fiir das Testproblem (2.1), das wie der Test von Chu und White
[ChWh92] auf einem Vergleich von Schitzern basiert, ist der von Hawkins [Ha89] vorgestellte
Union-Intersection Test. Die asymptotische Verteilung der dort behandelten Statistik ist auch
in [HoSh95] zu finden. Dieser Test beruht auf einem Vergleich der Schitzer 4 und 44 der er-
sten k Beobachtungen und der letzten n — k Beobachtungen. Um jedoch eine Grenzverteilung
der Statistik zu erhalten, wird wie in [Ho95] die Einhaltung der Bedingung (2.2) gefordert.

Im Gegensatz dazu basiert das Verfahren von Chu und White [ChWh92] lediglich auf einem
Vergleich der Kleinste-Quadrate-Schitzer by, der ersten k Beobachtungen mit dem wahren
Parameter b,,. Da dieser im Allgemeinen unbekannt ist, wird er durch den Schitzer l;n, dem
Kleinste-Quadrate-Schitzer unter der Nullhypothese, ersetzt und man erhilt als Teststatistik

o
L, = not1/2 max 2.7
slat1)/2atl) S22, 104 (2.7)
k‘ 2OZ+1 R R
mit Qp := Qrn = (—) (bk - bn) ;
n
wobei die zugrunde liegenden Beobachtungen y, ..., y, der Definition 2.1 entsprechen. Dabei

werden fiir grofle Werte von L,, die Nullhypothese Hy des Testproblems (2.1) verworfen.

In [ChWh92] wird der Test nur fiir Beobachtungen mit o = 1 betrachtet. Es werden weder Un-
abhingigkeit noch eine identische Verteilung der Familie {¢; : 1 < i < n} gefordert, sondern
stattdessen die schwache Konvergenz im Sinne des funktionalen zentralen Grenzwertsatzes



vorausgesetzt, d.h.

nt]
1
Sa By, no e, (2.8)

V O-gn =1

n 2
2 i L :
0<og:= nh_)r{)lo EE (; ez) < o0,

wobei {W(t) : 0 <t < 1} ein Wiener-Prozess sei. In dieser Arbeit schlielen wir uns [CsHo97]
an und setzen wie dort die Unabh#dngigkeit der Fehler voraus und lassen allgemeiner Beob-
achtungspunkte ¢; mit o > 0 zu.

Da in der Regel die Varianz o2 der identisch verteilten und unabh#ngigen Fehler e; in der Sta-
tistik L, aus (2.7) unbekannt ist, stellt sich auch hier das Problem einer geeigneten Schitzung.
Unter der allgemeineren Voraussetzung (2.8) verweisen Chu and White [ChWh92] auf hete-
roskedastische und autokorrelations-konsistente Varianzschitzer? fiir o2, geben jedoch selbst
eine schlechtere Konvergenzrate unter der Alternative H 4 fiir diese an, als die im Folgenden
betrachteten Schitzer aufweisen.

Um mittels der Statistik L, aus (2.7) zu einem asymptotischen Fehlerniveau eine Entschei-
dung treffen zu kénnen, benstigt man zumindest eine asymptotische Verteilung. Der folgende
Beweis, in der angegebenen Quelle lediglich fiir o > 1 ausgefiihrt, bedarf keiner Modifikation
unter der schwicheren Voraussetzung « > 0.

Satz 2.3
Sei {y; : 1 <i < n} wie in Definition 2.1 fir alle n € N.
Dann gilt unter Hy:

L, LA sup |B(t)], n — oo,

wobei {B(t) : 0 <t < 1} eine Standard-Brownsche-Briicke ist.

Beweis: siehe [CsHo97]. O

Bei der weiteren Untersuchung der Teststatistik (2.7) und der verschiedenen Varianzschétzer
werden folgende Konvergenzaussagen immer wieder bendtigt, weshalb sie an dieser Stelle in
einem Lemma getrennt festgehalten werden.

Lemma 2.4

Sei ey, 5. .. eine Folge von unabhdngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit Ee; = 0
und 0 < Vare; = 0% < oo.

Dann gilt fiir t; =% mit o > 0:

k
1
"¢ = O0p(1).
%) 1?}52(71 kloglog k 2'216 Or(l)
1 k
b —————— ) tie;| =0p(1).
)éllggxn ka\/kloglogk; ‘ rib)

*vgl. etwa [An91] oder [NeWe87].



k
C max €, =
) 1<k<n Z ¢

d t' d —
) max | tie

n
e max Z e;| =0 n).
)O<k<n 1] ! r(vn)
i=k+1
n
f)  max Z t;e;| =Op (n1/2+a)
0<k<n—1 |,
i=k+1

Beweis:
a) Folgt aus dem Gesetz vom iterierten Logarithmus.

b) Mit dem Gesetz vom iterierten Logarithmus folgt:

1 k
= gt Ay S S| vk Si= 0 e S0 =0,
1 Al 1
S e ey P SR R U el Py rra eyl

= Op (Km{kaZp —(i+1) |})+op(1)

= Op(1).

¢) und d) erhdlt man direkt aus der Ungleichung von Kolmogorov und Satz A.1.

e) Mit der Ungleichung von Kolmogorov erhilt man fiir beliebiges C' > 0:
P >C =

(m = ﬁ) (m 8

l

>

= P | max
1<i<n |4 1

1=

n—k
€;
=1

n

>«

i=k+1

>C\/_)

> i)

0.2

< Z

f) Auch hier erhilt man fiir beliebiges C' > 0 mit der Ungleichung von Kolmogorov:

n—k
1%e;| > Cpl/2te = max E n—i+1)%e¢
- 0<k<n—1 7
1=




l

d (n—it 1)

= P | max
1<i<n |4 7

1=

1 - e
S WV&I’ (Z (n — 14+ 1) 62')
=1
02 1 - 20
= (Zpltea >
=1
woraus mit Satz A.1 die Behauptung folgt. a

Nicht nur im Hinblick auf das Verhalten der Statistik L, unter der Alternative, sondern auch
auf das Verhalten der Varianzschitzer, die in den ndchsten Abschnitten betrachtet werden,
sind die Konvergenzraten der Kleinste-Quadrate-Schétzer (2.3) bis (2.6) unter der Alternative
bedeutsam.

Lemma 2.5

Sei {y; : 1 <i < n} wie in Definition 2.1 fir alle n € N.

Es gelte ];—* — A fir n — oo und A € (0,1) sowie k = [0n] fir 8 € (A, 1].
Dann gilt unter Hq mit 1 < k* <n —1:

a) ax = a, + 0y, k“a; L ((2)1+2a - (%)Ha) +0(8,n%) + Op (%) .

inmrsgs (- G) ) ()7 (6))

1
+0(0,) +Op (W

c) by =b: — ai 1““ + (14 20) ((%)1”“ B (%)HQ))
0(8,)+ O ( 1/2+a).

Eine analoge Darstellung lieBe sich auch fiir die Kleinste-Quadrate-Schitzer dj, und by, ablei-
ten. Da dies fiir das weitere Vorgehen nicht relevant ist, soll darauf verzichtet werden.
Betrachtet man den Fall 6, — 0 fiir n — oo, so ist b, unter der Alternative sowohl fiir b, als
auch b7 ein konsistenter Schétzer. Da b+ unter der Alternative mit Changepoint k* ebenfalls
ein konsistenter Schitzer ist, folgt, dass die Differenz von bk* und b, stochastisch gegen Null
konvergiert. Davon ausgehend, dass die gréfite Differenz von by, und by, fiir k = k* angenommen
wird, gilt so fiir die Statistik I.,,, dass bei einer groflen Rate, mit der §, verschwindet, diese
mit zunehmender Anzahl der Beobachtungen immer mehr zu einem extrem konservativen
Verhalten tendiert.

Gilt dariiber hinaus 6, = o(n~?), so sind auch die Kleinste-Quadrate-Schitzer fiir den Pa-
rameter a, unter der Alternative konsistent. Von Varianzschitzern, die auf den Kleinste-
Quadrate-Schitzern basieren, ist dann auch unter der Alternative eine gute Schitzung zu
erwarten. Diese Uberlegung greifen wir spiter noch einmal auf.



Beweis von Lemma 2.5:

Nach Voraussetzung existiert ng € N, so dass k* + 1 < [#n] = k fiir alle n > ng ist. Sei
im Folgenden n > ng. Teilt man die Summen an dem Changepoint £* auf, so ergeben sich
folgende Darstellungen:

k k k* k k
Sty = an Y tiFby > 40 > T4 her,
=1 =1 =1 i=k*+1 =1

k k* k k

Yoy o= kantbad i+l Y ity e

=1 =1 i=k*4+1 =1

a) Man erhdlt mit (2.3) bis (2.6) die Darstellungen

) ) ) () () - ()
(o)) <[5
(B )5
() () ) () 8
A5 (5 -5 ()

Mit Lemma 2.4 und Satz A.1 folgt
in =t ((m : 10);& 7 0(1)) (MQ 2o+ S(a +1)
(G)T-G) 7 ) vor (35)
s 5 ()T () e son (1)

b) Analog gewinnt man die folgende Darstellung, mit der wie in a) die Behauptung folgt.

o[ £ () (£

i=k*41 i=k*41

() () (5

c) Folgt direkt aus Aussage b). ]




Oben wird angedeutet, dass fiir “rasch verschwindendes” 4,, bei wachsender Stichprobengrifie
n die Statistik L, mit immer geringerer Wahrscheinlichkeit eine Entscheidung fiir die Alter-
native zulisst. Dies soll natiirlich vermieden werden, falls tatsdchlich die Alternative vorliegt.
Dazu der folgende Satz.

Satz 2.6
Sei {y; : 1 <i < n} wie in Definition 2.1 fir alle n € N.
Weiter gelte ];—* — A fir n — oo und X\ € (0,1)
wie auch |8,|n'/?t* = oo fir n — oc.
Dann gilt unter Hq mit 2 < k* <n —1:

1

|Qe| > AIF20
15,

A2 4 ﬂ (AL \tre) 1‘ #0, n— oo
(87

Beweis: Aus der Chebyshev-Ungleichung folgt
1 & 1 k*
ﬁ;ei:OP(l)v n — oo, und W;tiei:OP(l)v n — oo.

Ersetzt man in der Definition (2.3) des Schiitzers by die Beobachtung y; durch
a, + byt; + €;, so erhdlt man mit Satz A.1:

A 1 k* k* k*
bpr — b, = o (k*ztiei — (;tz) (Z 62))

1

Unter Beachtung von Lemma 2.5 folgt

1 1 k* 14+2a R R

n
1 k> 1420 1 2 1420 14+ 142

i1 0r ()

/\2a-|—1 (/\I-I—Za T 1 —|—2204 (/\I-I—Za _ /\1-I-oz) _ 1) + OP(l)

[a%

und damit die Konvergenzaussage. Die zweite Aussage gilt offensichtlich. a

Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes ist auch die asymptotische Konsistenz des
Tests L,, gewihrleistet, denn:

a0y |0t/ iQ 5o, n— oo
T o(a+1)V2a+1 |0, K ’ '

Bei Ersetzen der Varianz o2 durch einen beliebigen Schiitzer s2 reicht es unter der Alternative
aus, S, = op (5nna+1/2) zu fordern, um die Konsistenz der Teststatistik L, zu erhalten.



2.2 Die kombinierten Schitzer

Um zu einer ersten Variante der Varianzschitzung zu gelangen, folgen wir der Motivation der
Statistik L, und teilen die Grundgesamtheit der Beobachtungen in die Teile {y; : 1 < ¢ < k}
und {y; : K+ 1 < i < n} auf. Bei bekanntem Changepoint k& = k* bietet sich dann als
Varianzschdtzer an:

(}z = (3%771 = (Z (yZ — (A)kti — dk)z + Z (yZ — i)kti — dk)z) (2.9)

=1 i=k+1

(Ve = Tedell* + Yy = T

I|= 3|

l?), 2<k<n-2.

Da der Changepoint k* unbekannt ist, geht man auf dieser Weise fiir jedes 2 < k < n — 2
vor und erhilt so eine Familie {&z : 2 < k < n—2} von Varianzschdtzern, da jede dieser
Funktionen messbar ist. Die Konsistenz bei wachsender Stichprobengréfe n folgt fiir jedes &7
mit k£ = [0n], 8 € (0,1), unter der Nullhypothese leicht. Es gilt sogar:

Satz 2.7
Sei {y; : 1 <i < n} wie in Definition 2.1 fir alle n € N.
Dann gilt unter Hy:

Beweis: Mit Lemma 2.2 folgt fiir 2 < k < n

1Y = el = Y Ve = Y T(TE ) T Y
= (Twyn+ Ex)" (I = To(TI ) ' T (Tivn + Ei)

e — EFmy(rlTy) ' 1l Ey. (2.10)

I
M»

=1

Fiir den zweiten Term in der letzten Zeile gilt

Efryrtt) 1l e,

() () () () (5 (5) )

und mit den S&tzen A.2 und A.4 sowie Lemma 2.4 folgt jeweils

. 2
1
zrsnggn d_kk (Z tiei) = Op(loglogn),

zrsn%xn (Zt) ( ez) (Zt ez)‘ Op(loglogn),

% 2
zrsn%xn (Zt ) (Z ez) = Op(loglogn).

s
||M?v
I




Damit erhilt man insgesamt

max
2<k<n

-1
EFT, (17T,) ' TF Ek‘ — Op (loglogn) .

Fiir den ersten Summanden der letzten Zeile von (2.10) gilt nach dem starken Gesetz der
groflen Zahlen

2 2
2 kol =
lrsnggn E_l €; o op(n),
zusammengefasst folgt daraus:
L nax |IVe = Tull? — ko?| = op(). (2.11)
n 2<k<n

Fiir die zweite Summe des Schiitzers 67 in (2.9) ergibt sich ebenso

2= S0 - mTy () T T e (2.12)
i=k+1

IYe — T

wobei der zweite Summand hier die folgende Darstellung besitzt:

BT () T T
n 2 n n n
= di* (n — k) ( Z tiei) -2 ( Z ti) ( Z ei) ( Z tiei)
k i=k+1 i=k+1 i=k+1 i=k+1
n n 2
i=k+1 i=k+1

Da am rechten Rand, also fiir £ dicht bei n, die Konvergenzrate von dj nicht mehr ausreicht,
um wie fiir die erste Summe des Schitzers 67 vorzugehen, betrachten wir zuerst unterhalb

von
n
=n—-2—-|——
Jn) i=n [log log n]
das Maximum. Denn mit den S&tzen A.2 und A.4 und Lemma 2.4 gilt

" 2
1 4
—(n—k tie; | | = logl ’
Osr]?sa;((n) d}; (n ) (Z:zk—:l—l e ) OP (( oglog n) )
max i* Z t Z € Z Liei || =Op ((loglog n)4),
0<k<Lf(n) dk i=k41 i=k+1 1=k+41
1 [ & - :
max |— £ €; = Op ((loglogn)*),
0<kh<s (n) | df (z:zk:+1 ) (zzzk:-l-l ) (( | )




womit folgt:

max |ETT (170 Tr) T TR

0<k< f(n)

=0Op ((log log n)4) .

Aufgrund der identischen und unabhingigen Verteilung der Familie {¢; : 1 < i < n} impliziert
das starke Gesetz der grofien Zahlen

0k ; ¢ — (n— k)o?| = op(n), (2.13)
so dass man insgesamt erhilt:
1 ok * v
— max )H\Yk — Tikl|> = (n = k)o?| = op(1). (2.14)

Fiir f(n) < k <n — 2 erhalten wir fiir den zweiten Summanden in (2.12)

1 n n
(220) (350)
i=k+1 i=k+1

1 n n
i=k+1 i=k+1

" 2 " 2 " 2
1 1
i=k+1 i=k+1 i=k+1

-1

— Zt?—n—ik(Zti) (Zti(ei—ekm)) +n—ik(z ei) ,

BT () T T

n 2 n
= nd_};k (Z t;e; -2 (Z ti)

e
. 1
wobel e, = —— E €;.
' n—k .
i=k+1

n n n 2
Var(Zti(ei—ekm)):Uz Zt?—nik(ztz) ,

i=k+1 i=k+1

folgt mit der Chebyshev-Ungleichung fiir beliebiges €' > 0

P max Z?:k-u t; (€ — €xn) n

>
f(n)<k<n—2 n n N 1/2| — loglogn
I (S 2 = 5 (S 8)) o




n—2

loglogn

< ez ¢
k=f(n)
o2
< F

Damit gilt also

(0 ti (e — )’

max ” 3 1 n 2
S = i O )

f(n)<k<n—2

n
—0Op (Wlogn) . (2.15)

Analog folgt

n 2
1 n
f(n)rgl?;(n—z n—k ( Z ei) =0p (log log n)

i=k+1

und man erhélt mit (2.13) und (2.15)

1
- Y — T = (n— k)o?| = op(1). 2.16
s YT = TE = (= B)o?| = op(1) (2.16)

Insgesamt implizieren die Gleichungen (2.11), (2.14) und (2.16) die Behauptung des Satzes. O

Um mittels einer Modifikation der Statistik L, aus (2.7) zu einer Statistik L, zu gelan-
gen, in der fiir jedes 2 < k < n die unbekannte Varianz o? geschitzt wird, bendtigt man eine
Erweiterung der bisher betrachteten Familie {67 : 2 < k < n — 2} von Schitzern. Da jedoch
(2.11) im vorangeganen Beweis zeigt, dass

1< A 2 1
" =1 "

ebenfalls ein konsistenter Schitzer unter der Nullhypothese ist, erhalten wir mit

52 : 2<k<n-2

a2 Uk
{%HYn—Tn’yn\? : ke{n—1,n}

O =

eine Familie {ffﬁ :2 < k < n} von konsistenten Schétzern und mit

R o 1
L, = at1/2 2.17
CrOvaari” | 2 \/§'Q’“' (2.17)
k

die gewiinschte Statistik. Aufgrund der eben gefiihrten Diskussion und der Voraussetzung
0?2 # 0 gilt unter der Nullhypothese mins<p<, 5% > ¢ fiir ein ¢ > 0 auf Mengen von beliebig
hohen Wahrscheinlichkeiten fiir n grofl genug. Dies reicht auch fiir die folgende asymptotische
Betrachtung der Statistik L,, aus.

Da aber sogar Jnax |5i — 0% = op(1) gilt, folgt aus dem Lemma von Slutsky auch die

Grenzverteilung der modifizierten Statistik L, mittels Satz 2.3:



Korollar 2.8
Sei {y; : 1 <i < n} wie in Definition 2.1 fir alle n € N.
Dann gilt unter Hy:

ﬁng sup |B(t)|, n— oo,

wobei {B(t) : 0 <t < 1} eine Standard-Brownsche-Briicke sei.

Im Allgemeinen kann man nicht erwarten, dass &z fiir alle 2 < k < n — 2 auch unter der
Alternative H 4 konsistente Schitzer sind. Denn fiir die Kleinste-Quadrate-Schétzer (2.3) bis
(2.6) folgt nach Lemma 2.5 unter der Alternative H4 mit k*/n — A fiir n — oo, A € (0,1),
und k£ = [#n] mit einem 6 > X:

ag = a, + 0,n%c1 +op(l), n—o00, 1 €R,
by = by + 8pcy+o0p(l), n— 00, ¢ €R, (2.18)

falls |6,|n® — oo fiir n — oo gilt. Ein analoges Resultat erhilt man fiir d; und by mit
einem § < A . Daraus lassen sich Bedingungen formulieren, so dass die Summe der quadrati-
schen Abweichungen, die iiber den Changepoint £* hinweg aufsummiert, stochastisch gegen
Unendlich konvergiert und damit 67 keine konsistente Schitzungen mehr liefern kann.

Bei der Statistik L, aus (2.17) reicht es unter der Alternative H4 jedoch sicherlich aus,
dass die Bedingung &, = 013(5717”#“"'1/2)7 n — oo, und |8,|n°t/2 = oo, n — oo, fiir ein
2 < k <n—2 erfiillt ist, um nach Satz 2.6 die Konsistenz des Tests garantieren zu kénnen.
Der Motivation der Schiitzer 67 folgend, kann man sogar fiir k& = k* einen konsistenten
Schitzer erwarten, ohne jedoch auch unter der Alternative die Varianz schitzen zu kénnen,
da der Changepoint £* unbekannt ist.

Satz 2.9

Sei {y; : 1 <i < n} wie in Definition 2.1 fir alle n € N.
Weiter sei ];—* — A fiir n — oo und X € (0,1) erfillt.
Dann gilt unter Hq mit 2 < k* <n —2:

62 —o? = op(1).

Beweils: Der Beweis ist ahnlich zu dem Nachweis der Konsistenz des Schitzers unter der
Nullhypothese. Mit Lemma 2.2 folgt

Vi = TesAps |2 = YAV = YA T (TE T ) T TEY s
= (Tpsyn + Eps) (I = T (TE D) T TE) (They 4+ Eps)
k*
= Y € = ELTw(TEThe) ' T Epe. (2.19)
=1

Mit der Ungleichung von Chebyshev und Satz A.2 erhdlt man

k* k*
1 1
— E e;=0p(l), n—oo, und -——7p— E tie; =0p(1), n— oo.



Damit folgt mit den Sdtzen A.2 und A.4.a)
EL T (T T ) T L By

1 L* 2 L* L* L* L* L* 2
= (1 () =2 (20 (S) () + (2) ()
= Op(1).

Fiir den ersten Summanden der letzten Zeile in (2.19) gilt nach dem starken Gesetz der groBien
Zahlen

k*

E e? — k*o?

=1

=o(n) Pfs., n— oo,

da k* — oo fiir n — oo. Somit ergibt sich
1 ~ *
~ [[[Vir — TAie||* = k*0°| = op(1). (2.20)

Fiir die Summe nach dem Changepoint erhidlt man analog

e
Ve = TodwelP = > e = BT (T T7) T TP B
i=k*41

Auch hier folgt mit der Ungleichung von Chebyshev und Satz A.2

1 & 1 -
% Z e, =0p(l), mn—o0, und —~Jara Z tie; =0p(l), n— oo.
i=k*4+1 " i=k*4+1

Da nach Voraussetzung k* < n(1 — ¢) fiir ein € > 0 und n grof} genug gilt, folgt mit den
Séatzen A.2 und A.4d.c)

* T rpx * T \— *T ok
B T (T T~ s B

e 2 e e e
= 1 (n—k*)( Z tiei) —2( Z ti) ( Z ei) ( Z tiei)
dk* i=k*+1 i=k* 41 i=k* 41 i=k*+1
e e 2
(20 (%)
i=k*41 i=k*41

Wegen der identischen Verteilung der Familie {e; : 1 < ¢ < n} ldsst sich wie oben mit
[ = n — k* schlieflen:

= Op(1).

n

Z e? — (n — k*)o?

i=k*41

e? —lo?l =o(n) P-Afs., n— oo,

=1

da auch hier [ — oo fiir n — oco. Somit folgt mit (2.20) die Behauptung aus:

1 * E g *
— H\Yk* — TrAes| = (n =k )02\ = op(1). O



Wie bereits bemerkt, reicht die Konsistenz des Schitzers 67, unter der Alternative mit
Changepoint k* aus, um auch die Konsistenz der Teststatistik L,, gewihrleisten zu kénnen.
Das folgende Korollar stellt nochmals die Voraussetzungen und die Vorgehensweise zusam-
men.

Korollar 2.10

Sei {y; : 1 <i < n} wie in Definition 2.1 fir alle n € N.
Weiter sei £ — X fiir n — oo und X € (0,1)

sowie |6,|n'/*T® — 0o fiir n — oo erfiillt.

Dann gilt unter Hq mit 2 < k* <n —2:

in: @ not2? max | ! Qk|£>c>o7 n — 0o.
(o + 1)/ (2o + 1) 2<k<n a2
O

Beweis: Mit Satz 2.9 gilt 67, = Op(1) und damit auch 63« = op (5nna+1/2), womit die
Behauptung aus Satz 2.6 folgt. O

2.3 Der Minimumschatzer

Die Diskussion nach Korollar 2.8 des letzten Abschnitts legt die Vermutung nahe, dass unter
der Alternative die Schiitzer 67 fiir k # k* und k = [#n], 6 € (0,1) bei wachsender Stich-
probengrifie n stochastisch gegen Unendlich konvergieren. Andererseits ist der Schitzer 67,
unter der Alternative, falls die Voraussetzungen von Satz 2.9 erfiillt sind, ein konsistenter
Schidtzer und somit stochastisch beschrinkt (= Op(1)). Damit ist es nahe liegend, iiber allen
&z, 2 <k <n-—2,zu minimieren, um asymptotisch den Varianzschitzer &z* an der Stelle des
Changepoints k* zu erhalten. Die Bezeichnungen aus Abschnitt 2.2 benutzend, betrachten
wir den Varianzschétzer

k
~2 . _ o+ . . _v L 2
= i, = n2<2n<122{21( bt - )+ ZM -’
1= 7
1 .
= — min {HYk—
n 2<k<n-—2

Yy - L on>2. (221

Aufgrund der abzihlbaren Argumente des Minimums ist die Funktion 62 messbar.

Da die Schitzer 67 unter der Nullhypothese fiir alle 2 < k& < n — 2 konsistent sind, iibertrigt
sich dieses Ergebnis auf &2:

Satz 2.11
Sei {y; : 1 <i < n} wie in Definition 2.1 fir alle n € N.
Dann gilt unter Hy:
. 2 2
— = 1).
yJn {0t} — ot = or(l)

Beweis: Die Behauptung folgt sofort mit Satz 2.7 aus der Ungleichung

. 2 ~2 2
— < — = 1).
|, Jmin_ {6k} — o'l < max |6}~ o = op(1) 0



Wie in der Einleitung dieses Abschnitts bemerkt, erhélt man mit dem Minimumschitzer &2

einen Varianzschétzer, der sogar unter der Alternative konsistent ist. Diese Aussage beinhaltet
der folgende Satz:

Satz 2.12

Sei {y; : 1 <i < n} wie in Definition 2.1 fir alle n € N.
Weiter sei £ — X fiir n — oo und X € (0,1)

sowie |5,|n*"1? = oo fiir n — oo erfillt.

Dann gilt unter Hq mit 2 < k* <n —2:

. A2 2
— o2 = op(1).
|2S222_2{0k} o*| = op(1)

Die grundlegende Idee des Beweises ist zu zeigen, dass unter der Alternative fiir n — oo

P i Y. - T4
(%zn;;l_z UYe = ik

\Q-FH}IK—-TXWkH2}==H}%*-—1%*?k*H2+-HYEk—-T?M%sz) — 1
(2.22)
gilt. Um dies zu erreichen, muss der unbeschrinkte Anteil mit der grofiten Wachstumsrate
von ||V — Tis||> + |Y — Tk ||? fiir alle k # k* bei steigender Anzahl n von Beobachtungen
schnell genug wachsen, damit das Minimum an der Stelle des Changepoints k* asymptotisch
angenommen wird. Dies spiegelt sich in der Voraussetzung |8,|n®"1/2 — oo fiir n — oo
wieder, die fiir sich genommen seltsam anmutet, da man gerade bei schnell zunehmender
Ununterscheidbarkeit der Verteilungen der Beobachtungen vor und nach dem Changepoint
ein verbessertes Verhalten der Schitzer 67 erwartet. Auf diese Vermutung werden wir nach
dem Beweis des Satzes eingehen.
Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass mittels (2.22) sich leicht Bedingungen finden
lassen, um

k, := min {k NYe — T

|+ 1Y = Tyell®

_ o (Y T
i {11Ye - T

2 < (2
I - 7}
als einen konsistenten Schétzer fiir den Changepoint £ unter der Alternative nachzuweisen.

Der Beweis von Satz 2.12 erfolgt, indem die Beobachtungen Y} und Y;* zerlegt werden in
einen Anteil, der der Verteilung vor bzw. nach dem Changepoint unterliegt, und einen, der
die Anderung nach bzw. vor dem Changepoint beschreibt. Dazu werden noch folgende No-
tationen eingefiihrt, bei denen auf eine Indizierung nach der Anzahl n der Beobachtungen
verzichtet wird:

0 0

Tprp = 00 e RF? fiir k* + 1<k <n,
! thx g1 1
tL 1

Teep = 0ERM™?  fiir 1 <k <k,



tpt1 1

Th, = t’a* (1) eROMX fir o<k <k -1,
0 0
Tpep = 0€RUM2 fir k" <k <n—1,
Dy = T(TITy'1l, 2<k<n,
D; = THTTTHTMTT, 0<k<n-2,

wobei Dy und D} symmetrische und idempotente Matrizen sind.
Die beiden Summen der Varianzschitzer &z werden fiir 2 < k£ < n — 2 wieder als Normen von
Vektoren dargestellt, die auf folgende Art zerlegt werden:

1Y = Tkl = Ve — DiYal?
= VI (I-DpY;
= (Teyn + Tre kD + ED)T (I = D) (Trvn + Ter 2 A, + E)
= (Teyn + Ex)T(I = D) (Tevn 4+ Ex) + (Tre AT (I = Di) (Ths £ A,)
+2(Tpvn + Ex)T (I = Di) (The £ A,)
=: Ay + Bp + 20}

und analog

= (Tiye+ ED"( = DY) (Trvn 4 Ef) + (T o An) (I = Di) (T 1 A)
—Q(Tlﬂn + Ek) (I = D) (T xAn)

Y5 -

Das Verhalten der einzelnen Summanden der Zerlegungen soll in den folgenden vier Lemmata
untersucht werden.

Lemma 2.13
Sei {y; : 1 <i < n} wie in Definition 2.1 fir alle n € N.
Dann gilt:

a) 2r<n]fm<x | ALl = Op(n).

b) \Jpax |4kl = Opln).

* 2_
c) r}??i(zmk—l_A no‘| = op(n).



Beweis:
a) Sei 2 < k < n. Dann gilt
Ay = (Tiya + BN (I = D) (Tiva + By)
= Xk:e i)l By,
i=1

wobei der zweite Summand in der letzten Zeile folgende Darstellung besitzt

ety 1l E,

() () () () (59 ()

Nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen gilt fiir den ersten Summanden

k

2
D

1=

max
1<k<n

=Op(n),

wihrend fiir die restlichen Summanden wie im Beweis zu Satz 2.7 gilt:

% 2
1
zrsn%xn d_kk (Z; tiei) = Op(loglogn),

k
zrsnggn T (th) (Z ez) (Zt ez)‘ Op(loglogn),

E

max |[—
2<k<n | d

-

—_
M-
o~
<
~—
TN
gl
S
~—
[\]
cT
oR
5}
oR
2

Damit folgt die Behauptung aus

A |Akl = Op(n) + Op (loglog n) = Op (n) .

b) Hier erhdlt man analog fiir 0 < k < n — 2 die Darstellung

AL = (T + BRI = D) (T + E)
= BB - BT T T R

5)
- bl (E) (5 (£ (5

i=k+1 i=k+1 i=k+1 i=k+1

(£9)(%)



Aufgrund der identischen Verteilung der Familie {¢; : 1 < i < n} folgt wie oben mittels
des starken Gesetzes der grofien Zahlen

n

2
D

i=k+1

max
0<k<n—1

= Op(n).

Wie im Beweis zu Satz 2.7 gilt fiir f(n) =n —2— {@}

max e — BT T ' T Erl = Op(n) +0p ( log log n 4)
OSka(n)i:zk:-HZ p (T Ty E Lk (n) (loglog n)
= Op(n)
und auch
max 62 _ E*TT* T*TT* —IT*TE*
f(n)ﬁkﬁn—? e 7 k k( k k) k k

2
~ 9 (Z?:Hl tieg — ank (Z?:k-l—l ti) (Z?:k-l—l 62’))

= | 2o o Y IR
== i=k+1 Zi:k-l—l L~ (Zizk-l—l ti)

= Op(n) +Op (@)
= Op(n).

Aus den letzten beiden Gleichungen resultiert dann die Behauptung:

max |A7| < max [A7|4+ max |Ap|=O0p(n).
0<h<n—2 0<k< f(n) f(n)<h<n—2

Wie bereits in den beiden ersten Teilen des Lemmas folgt auch hier die Aussage analog
zu Satz 2.7:

1
— max |A+ A} —no’|
n 2<k<n-—2
K
<% ? ko — ELTW(TIT) T TV E
W 2<ken Z;q g w Te(Ty Ti) ™ Ty B
1 n )
n —(n—=Ke? = BTy TTH T T Er
T2 B, _Xk;lez (n—k)o® — BT (T 1)~ 17 B




Lemma 2.14
Sei {y; : 1 < i< n} wie in Definition 2.1 fir festesn € N.
Dann gilt fiir 2 < k* <n - 2:

a) B =0 fir2 <k <k*und B; =0 firk*<k<n-2.

b) By > Br—1 > ...> Bp» =0 fiir k*+1 <k <n.

¢) Bf > By >...> Bl =0fir0<k<k —1
Beweis:

a) Ergibt sich aus der Definition von By und Bj.

b) Sei k*+1 <k <n.
Mit Py, := TITy, folgt T (Tie = Py — Py und TL T, = P, — Py
Damit ergibt sich die Darstellung

By = (TaexA)T(I = To(TET) YT (Thr 1A)
= AZ(Pk — P — (Pk — Pk*)Pk_l(Pk — Pk*))An
= AIPuA, — (PeA)TPTH(PeA).

Weiter gelten fiir die quadratischen Formen Pj das Monotonieverhalten
v Py_yv < o' Pyo, Vv eR?
woraus mit der positiven Definitheit?
UTPk__IIU > UTPk_lv, Yo e R?,
folgt und damit die Behauptung aus der Gleichung (2.23).
¢) analog zu b).
Lemma 2.15
Sei {y; : 1 <i < n} wie in Definition 2.1 fir alle n € N.

Es sei ];—* — A fiir n — oo und X € (0,1) erfillt.
Dann gilt unter Hq mit 2 < k* <n —2:

a) k*-l-r?iglllcgn By, = By = 8202(\* 4 0(1)).

. * * _ 2 2« 20
b) Ogl?gnkl}“—l Bf, = Bju_; = 6,07 (A7 4 0o(1)).

B.| = 52 14+2a .
¢) Jmax |By| O (6an'*2)

) gogs, P71 = 0 ().

Ssiehe hierzu Theorem 20.1 und 33.1 in [Pra94].

(2.23)



Beweis:

a) Nach dem vorangegangenen Lemma gilt sicherlich mings 1<p<n Br = Bprg1. Weiter ergibt
sich fiir ein beliebiges k™ + 1 < k < n:

By = (TaexA)T(I = To(TET) T T (Thr 1A )
k 1 k 2 k k k
. 2 2 2 . . 2
= §? Z ti_d_k k(z ti) —2(’2 tz) (th) (Z ti)
i=k*+1 i=k*41 i=k*41 =1 i=k*41
k 2 sk
+( > ti) (Zt?) : (2.24)
i=k*41 =1

Damit erhélt man die Konvergenzrate fiir Bg«y1 mit den Sdtzen A.2 und A.4:

1 k*+1 k*+1
By = 0 (tim g ((k* 1) theyy — 2654 (Z ti) + i (Z t?)))
=1

— 52 ((k* F 1% 4 (k1) 0(1))
= &Zn* (A* +o(1)).

b) Hier gewinnt man fiir beliebiges 0 < k£ < k* — 1 die Darstellung

B = & it?—di* (n—k>(§:t?)2‘2(i“)(iti) (itQ)

i=k+1 k i=k+1 i=k+1 i=k+1 i=k+1

k* 2 n
(2 (37)
i=k+1 i=k+1

Ebenfalls durch das vorangegangene Lemma ergibt sich miny<g<gx—1 Bj, = B}._,. Weiter
gilt nach Voraussetzung k* < n(1 — ¢) fiir ein ¢ > 0, so dass mit Satz A.4.c)

242
max {n » }:O(l)
dk

2< k<>

folgt. Damit erhdlt man wie in a)

1 e e
* _ 22 * 4 3 ) 2 2
B, = &2 (tk* S ((n— B+ 1)t — 263, (Z; tz) + 12, (;}; tz)))

— 52 (k*2a_|_0(1)k*2a—1)
= 82 n® (A** +o(1))

und damit die Behauptung.

¢) Noch einmal das vorausgegange Lemma benutzend, erhilt man:

max |Bg| = B,.
2<k<n



Aus Satz A.2 gewinnt man folgende Konvergenzraten:

n
S 2|=0 ()
i=k*41
n 2
i=k*4+1

3

=

() &) (Z,7)]-e0,
( i ti)z(it?) = O (n!t2)

i=k*4+1 =1

=

und damit folgt aus (2.24) die Behauptung.

d) Ebenfalls mittels des vorigen Lemma erhilt man

max |Bjf| = Bo.
0<k<n—2

Unter Beachtung von Satz A.4.c) ergibt sich n?T2%/d5 = O(1), so dass der verbleibende
Beweis jetzt analog zum Beweis der Aussage c) gefiihrt werden kann. a

Lemma 2.16

Sei {y; : 1 <i < n} wie in Definition 2.1 fir alle n € N.
Es sei ];—* — A fiir n — oo und X € (0,1) erfillt.

Dann gilt unter Hq mit 2 < k* <n —2:

_ 1/24a
a) 21r§1r1k:aLSXn|Ck|_Op((snn ).
*| 1/24a
b) 0Inax [CEl = Op (6 /7).
Beweis:

a) Nach Definition gilt C} = 0 fiir 2 < k£ < k*, so dass im Folgenden lediglich C} fiir
k* 4+ 1 < k < n betrachtet werden muss. Dann gelangt man wieder durch einfaches
Berechnen von C}, ans Ziel:

Cr = (Twvn+ E)T = Ap)(The s As)
= EX(I = Dp)Ti 1 An + I TE(T = D) T 1A
= BN = To(TIT) T T T kA,

Lrea ({5 (B2 (2,9 ()
(32 () (5] (5 (32, (50)))

[
=)
3
S/\
11~
<
©



Fiir den ersten Summanden der letzten Zeile gilt aufgrund der identischen Verteilung der
Familie {¢; : 1 < i < n} und der Ungleichung von Kolmogorov fiir beliebiges C' > 0

k k—k*
) 1/24a _ * N 1/24a
(m 2 ez ) - P(m 2 (ki 2 Cn )
[
=P k" +14)" €| > Cnl/He
(L v soa 2

IA

n—k*
1 * e
raZISEST Var (Z (k™ 4 1) ei)
=1
2 n

a 1 20
= (2 pitea > i
i=k*41
womit man mit Satz A.2 erhilt:

max
k*+1<k<n |.

— Op ( 1/2+a) .

Die Raten der restlichen Summanden ergeben sich mit den Sitzen A.2, A.4.a) und Lemma
2.4 ebenfalls zu Op(nl/z"'a):

e S
o [ (5 () (£ ot -or ).
k1o h<n d_lk (g ti) (i:irlti) (g tiei) ‘ = 0(1)0p (n1/2+a) —0p (n1/2+a) 7

woraus die Behauptung folgt.

b) Hier gilt C} =0 fiir k* <k <n —2. Fiir 0 < k < k* — 1 erhilt man die Darstellung

elmeslen (BBl
() (e () ()
A=z ()



Auch hier erhdlt ma

n mittels der Ungleichung von Kolmogorov fiir beliebiges ' > 0

K *—k
e L2+ *_ o 1/2+4a
P(m 2 ez ) P(m L Zw-iralzon )
!
= P A 1) | > 1/24o
(lgllggg* Do =i+ 1)) >
1 il
S WV&I’ (Z (k* —1 + 1)oz 62')
=1

2 k*
U_; E ;20
2 pl+2e J

=1

und damit wieder mit Satz A.2

max
0<k<k*—1

k*
> e =Op (n/247).

i=k+1

Da nach Voraussetzung k* — 1 < n (1 — ¢) fiir ein € > 0 und n grof} genug gilt, erhdlt man

mit Satz A.4.c)

Damit erhalt man a

k

n —

dj,

.

k

’

[

max
0<k<k*—1

3

K3
n

L
d

max
0<k<k*—-1
-~ k+1

*

max
0<k<k*—1

n

2.

i=k+1

max
0<k<k*—1

k*

2.

n2—|—2a
5
dk

nalog wie in a) fiir die restlichen Summanden die Raten

t?) (i tiei)

max
0<k<k*—1

0(1).

= 0(1)0p(n'/*T*) = Op(n'/**7),

k+1 i=k+1
L+
L
1=k+1 i=k+1
() (2 )‘ 0 (1) O (V) = Op(n!/*+°)
1=k+1 i=k+1
i
ti) ( Z ) ( Z tel)‘ o1 1/2+a) :Op(nl/”a),
1=k+1 i=k+1

k+1
woraus ebenfalls die Behauptung folgt.

Beweis von Satz 2.12:
Unter Benutzung der Lemmata gilt

1
. ~2 .
mn Aoy = o i I Y- T
E*F1<k<n-—2 E*F1<k<n-—2
1 . * * *
= -, min {Ar + B +2C, + AL, + B — 2C}}

v

E*F1<k<n—2

[

(B + By} — | max |

E*F1<k<n—2

mln
2<k<k*—1
E*F1<k<n—2

{|Ax + A} + 2C), — 20;|})

3|



1 H % % %

= |8aln 2 (1800720 4 0(1)) + Op (1))
£> o0, — 00,

da nach Voraussetzung |8,|n"~ /2 — oo fiir n — co. Damit folgt mit Satz 2.9 fiir beliebig

vorgegebenes ¢ > 0 und n grofl genug sowie einem geeigneten C' > 0

P i 52 52, < P i 52 G2, G < C <
(m {oi} # 4 ) < (m (k) # 00y 0 <C ) 45
< e
Mittels einer nochmaligen Anwendung des Satzes 2.9 folgt dann die Behauptung. O

Im Gegensatz zu dem vorigen Abschnitt, in dem wir die Familie {67 : 2 < k < n — 2}
betrachtet haben, erhalten wir hier also durch &2 einen von k unabhingigen Varianzschitzer,
der bei Erfiillen der Voraussetzungen des Satztes 2.12 sowohl unter der Nullhypothese als
auch unter der Alternative konsistent ist. Indem man jetzt die Varianz o2 in der Statistik L,
aus (2.7) durch die Schitzung 2 ersetzt, erhilt man mit

- o
L, = not1/2 max 2.25
Fola+ 1)v2a+ 1 SR, 1 (2.25)
eine konsistente Statistik mittels Satz 2.6 unter den Voraussetzungen von Satz 2.12. Die
Grenzverteilung fiir n — oo von L, unter der Nullhypothese ergibt sich unmittelbar aus den
Sdtzen 2.11 und 2.3. Die Diskussion fiir 32 > ¢ fiir ein ¢ > 0 {ibertriigt sich analog aus dem
vorigen Abschnitt.

An dieser Stelle greifen wir die bereits zu Beginn dieses Abschnitts geduflerte Vermutung
iiber das Verhalten der Schiitzer 67 fiir 2 < k < n — 2 bei “schnell verschwindendem” §,, auf.
Denn betrachtet man noch einmal die Aussagen des Lemmas 2.5 und die anschlieffende Dis-
kussion, erkennt man die Konsistenz der Kleinste-Quadrate-Schitzer unter der Alternative,
falls 9,2 — 0 fiir n — oo. Diese Rate reicht sogar aus, damit sich die Konsistenz auf die
Familie {67 : 2 < k < n — 2} iibertrigt:

Satz 2.17

Sei {y; : 1 <i < n} wie Definition 2.1 fiir alle n € N.
Es sei & — X fiir n — oo und X € (0,1)

sowie d,n" — 0 fiir n — oo erfillt.

Dann gilt unter Hq mit 2 < k* <n —2:

22 2
— = 1).
23?22(—2‘% 7 ‘ or(l)



Beweis: Mit den Lemmata 2.13.c), 2.15.c) und d) folgt

1
~2 2 < 2 * * v 2 2
_ = — Y, - T, Yr-1T, -
jdnax o —of = o) max (Ve = Tidell* 4 IV = TEgel® — o]
1 1
< — max ‘Ak—I—AZ—naz‘—l—— max |By + 2Cy + Bj — 2C}|
n 2<k<n-—2 n 2<k<n-—2

= Op(l) +Op <5Zn2a) +Op (5nna—1/2)
= OP(l). O

Dieser Satz impliziert natiirlich auch die Konsistenz des Schiitzers 62 unter den angegebenen
Voraussetzungen.
Da sich die beiden Bedingungen

i) 0,n% =0, n— oo,
i) 6,0 &5 00, n — oo,

nicht widersprechen, folgt ebenfalls aus dem vorausgegangenen Satz, dass unter den Vor-
aussetzungen von Satz 2.6 und der Bedingung i) die Statistik L, aus (2.25) asymptotisch
konsistent ist. Obwohl die Kleinste-Quadrate-Schitzer bei Erfiillen der Bedingung i) unter
der Alternative konsistent sind, nimmt die Statistik L, bei zusitzlichem Einhalten der Be-
dingung ii) noch Werte an, die grofl genug sind, um eine Entscheidung fiir die Alternative zu
treffen.

2.4 Der Alternativschatzer

Das betrachtete Modell aus Definition 2.1 ldsst keinen Wechsel in der Verteilung der Fehler e;
zu. Deshalb tritt mit 2 des letzten Abschnitts der seltene Fall in der Changepoint-Analyse
ein, dass der Varianzschitzer sowohl unter der Nullhypothese als auch unter der Alternati-
ve konsistent ist. In manchen Anwendungen ist jedoch sicherlich der zu seiner Berechnung
erforderliche quadratische Aufwand von Nachteil: so ist etwa bei Datenbanksystemen eine
Echtzeitanalyse der Daten erwiinscht. Folgt man unter diesem Gesichtspunkt der Motivation
zu Beginn von Abschnitt 2.2 und teilt die Beobachtungen in zwei Mengen {y; : 1 <i < ko}
und {y; : ko < ¢ < n} ein, erhdlt man zwei auf der Kleinste-Quadrate-Methode basieren-
de Varianzschitzer. Beide sind sicherlich fiir ko = [#n], 8 € (0,1), unter der Nullhypothese
konsistent. Da die zugrunde liegenden Regressionsparameter der Beobachtungen einer der bei-
den Gruppen unter der Alternative konstant sind, bleibt die Konsistenz des Varianzschitzers
dieser Gruppe erhalten, wihrend mit den Uberlegungen des letzten Abschnitts der andere
Schétzer stochastisch gegen Unendlich konvergiert. Wahlt man wieder den kleineren Wert der
beiden Schitzer aus, so ist zu vermuten, dass sich auf diese Weise ein unter der Alternative
konsistenter Schétzer ergibt. Hat man keine weiteren Informationen {iber die eventuelle Lage
des Changepoints, wihlt man kg = n/2 und erhilt



n/2] n

] 2 . 2 2 ; .
52 = min - Z (yZ — b[n/z]ti n/g) ) E ' z/: (yz - b[n/z]ti - a[n/z])2 )

=1
. 2 > * il
= min {EHY[n/z] - T[n/2]7[n/2]H27 EH)/[n/Q] - T[n/2 [n/2] H }

=: min {5%, 6%} , n >4 (2.26)

Da das Verhalten des Alternativschiitzers a2 unter der Nullhypothese und unter der Alter-
native mafBgeblich von den Argumenten 57 und &2 des Minimums abhiingt, werden diese
Schétzer zuerst untersucht. Das folgende Lemma beinhaltet die Konsistenzaussage der bei-
den Schitzer 67 und &% unter der Nullhypothese (k* = 0 bzw. k* = n gesetzt) sowie unter
der Alternative von einem der beiden, wobei dies von der Lage des Changepoints k* abhingig

ist.

Lemma 2.18
Sei {y; : 1 <i < n} wie in Definition 2.1 fir alle n € N.
Weiter sei ];—* — A fiir n = oo und X € [0, 1] gewdhrleistet.
a) Sei {r, :n € N} eine Folge mit r, — oo fiir n — oo
und A ng > 0: 1, <EkE* Vn>mng set erfillt.
Dann gilt:

[rn
1
—Z d[rn])QZUQ—I—OP(l).

b) Sei {s, :n € N} eine Folge mit n — s, — oo fiir n — co.
Weiter seien dmng > 0: s, > k* Vn > ng
und 3 €>0: s, <n(l—¢€) Vn>ng erfillt
Dann gilt:

n

> Wi = byt — ds,)* = 0 + op(1).
1=[sn]+1

1

n— s,

Beweis:
a) Ohne Einschrankung sei r,, € N. Mit Lemma 2.2 folgt fiir n > ng
H)/T’n - TT’nP)A/T’nHz = )/T’/]y:)/;’n - K’ZTrn (TT/’J;TTn)_lTT/’J;K’n
— ( T’np)/n —I_ Ern)T(I - Trn (TT’I;TTn)_lTT’I;)(TTnP)/n + Ern)
Z A P e DR (2.27)

Fiir den zweiten Term in der letzten Zeile gilt

BT (TIT, ) 'TIE,,

() -2(5) (5e) (8) - (59 (5)

-~




Mittels der Chebyshev-Ungleichung erhdlt man

n

Y ei=0p (i),

=1
T'n
Ztiei =0p (7‘711/2+a) .
=1

Damit folgt mit den Sdtzen A.2 und A.4

und somit
ENT, (TIT, ) 'TEE,, = 0p(1).

Fiir den ersten Summanden in (2.27) gilt nach dem starken Gesetz der groBien Zahlen

Z e? —r,a’| = o(r,) Pfs., n— occ.
=1
Damit folgt
1 o2 2
r_ ‘H)/rn - Trnp)/rnH — I'no = OP(1)7
also die Behauptung.
b) Da man hier ”?TM = O(1) mittels Satz A.4.c) erhilt, folgt die Behauptung analog wie in
Teil a). ]

Da nach diesem Lemma beide Argumente 67 und 52 des Minimums unter der Nullhypothese
konsistent sind, erh#lt man unmittelbar auch die Konsistenz des Alternativschiitzers o2:

Satz 2.19
Sei {y; : 1 <1i < n} wie in Definition 2.1 fir alle n € N .
Dann gilt unter Hy:



Beweis: Mit Lemma 2.18 gilt

o7 — o1}
[#/2] ) n
. ) 2 - . 2
< max - Z (yZ — b[n/z]ti — a[n/Z]) — o2 . | Z (yz - b[n/2]ti - a[n/z]) — o2
i=1 i=[n/2]4+1
=op(1). ]

Fiir den Beweis der Konsistenz des Schiitzers 2 unter der Alternative wird auf die Ergebnis-
se des letzten Abschnitts zuriickgegriffen, denn auch hier wird die stochastische Konvergenz
gegen Unendlich von einem der beiden Varianzschiitzers 67 und o2 gezeigt, falls der Change-
point &* nicht [n/2] entspricht. Im zuletzt genannten Fall ergibt sich die Konsistenz aus
Lemma 2.18.

Satz 2.20

Sei {y; : 1 <i < n} wie in Definition 2.1 fir alle n € N.
Weiter sei £ — X fiir n — oo und X € (0,1)

sowie |5,|n*"1? = oo fiir n — oo erfillt.

Dann gilt unter Hq mit 2 < k* <n —2:

o2 =a* 4 op(1).

Beweis: Zur Ubersichtlichkeit der Notation sei n/2 im Sinne von [n/2] im folgenden Beweis
als Index benutzt. Weiter werden die Bezeichnungen des letzten Abschnitts gebraucht.

1. Fall: sei A < %
Dann existiert ng € N: k*4+1<[3] Vn > no.
So gilt wie im Beweis zu Satz 2.12 fiir n > ng
1Y, /2 = T2l
= HYn/Q - Dn/QYn/2H2
=Y. (I = D) Yoy
= (Tn/27n + Tk*,n/QAn + En/?)T(I - Dn/?)(Tn/QPyn + Tk*,n/QAn + En/?)
= (Tp2¥n + Enpa) (I = Doyo) (Tojave + Enga) + (Do 2 D) (I = Dy jo) (The i jaAr)
+2(Tn/27n + En/?)T(I - Dn/?)(Tk*,n/QAn)
Mit Lemmata 2.13 bis 2.16 folgt dann

2
(Anjo + Buja +2C0p) = = mr%Sn{Ak + By, +2C)

2
2( min _{B}— max {Ak-I-QCk})

v

n \k*+1<k<n k*+1<k<n

[Baln =12 (18, In2 12222 + o(1)) + Op(1))

1=

00, N — 00.



Mit Lemma 2.18 folgt wegen k* < [n/2] die Konsistenz des Schitzers 3 und damit auch
o2 =0+ op(1).

2. Fall: A> 1
Unter Beachtung von £* — 1 > [n/2] erfolgt der Beweis analog zum 1.Fall.

3. Fall: A= %
Mit den beiden vorausgegangenen Féllen und Lemma 2.18 gilt fiir beliebige €, > 0

P(|o? - o?| > 6)
r(at-oz < 3] (-t 0o 3]

(oo 2 0= [2])
<e. a

Um jetzt noch zu einer Statistik zu gelangen, ersetzen wir analog zum vorigen Abschnitt die
Varianz ¢? in der Statistik L,, aus (2.7) durch die Schitzung o2 und erhalten mit

o o at1/2

= vt e 1l (2.28)
eine konsistente Statistik mittels Satz 2.6 unter den Voraussetzungen von Satz 2.20. Die
Grenzverteilung von L, unter der Nullhypothese ergibt sich wieder unmittelbar aus den
Sdtzen 2.19 und 2.3. Dabei folgt auch hier, dass unter der Nullhypothese 62 > ¢ fiir ein ¢ > 0
auf Mengen von beliebig hohen Wahrscheinlichkeiten fiir n grof§ genug gilt.
Fiir den Fall eines “schnell verschwindenden” §,,, also §,, = o(n™%), iibertrigt sich die Dis-
kussion am Ende des letzten Abschnitts analog.



3 Simulationen

In diesem Kapitel werden die in dem Kapitel “Lineares Modell” entwickelten Varianzschitzer
in Simulationen betrachtet. In Abschnitt 3.1 werden das Zustandekommen der Simulationen
sowie die Abbildungen erldutert. In den Abschnitten 3.2 und 3.3 werden Verteilungspara-
meter der Schitzer berechnet, wobei die Ergebnisse eine Normierung der bisher betrachteten
Varianzschétzer nahe legen. In den Simulationen der Abschnitte 3.4 bis 3.7 wird vor allem das
Verhalten der Familien der Kleinste-Quadrate-Schitzer sowie der Familie {67 : 2 < k < n—2}
von Varianzschétzern untersucht. Abschnitt 3.8 beschéftigt sich mit den einzelnen Schitzern
5% und o2.

3.1 Grundlagen der Simulationen

Eine einzelne Simulation entsteht, indem die Beobachtungen {y; : 1 < ¢ < n} zu den vorge-
gebenen Parametern a,, b,, by, k* und zu der Verteilung der Fehler e; gem&f Definition 2.1
durch einen Zufallsgenerator erzeugt werden. Mittels dieser Beobachtungen {y; : 1 <i < n}
werden die Werte der Kleinste-Quadrate-Schiitzer ag, ax, by und by gemi$ (2.3) bis (2.6)
berechnet und mit diesen die Werte von normierten Versionen der Schitzers &3 aus (2.9),
des Minimumschitzers 62 = min{67 : 2 < k < n — 2} aus (2.21) und des Alternativschitzers
62 = min{c},55} aus (2.26) ermittelt. Da diese Funktionen natiirlich Zufallsschwankungen
unterliegen, werden S Durchldufe (hier: S=500) dieser Simulation durchgefithrt und die Wer-
te der Schitzer jeweils festgehalten. Aufgrund der Ergebnisse eines Schétzers & wird dessen
Erwartungswert und Standardabweichung geschétzt, wobei jeweils als Berechnung zugrunde

gelegt wird:

S
(k) = %ZH (3.1)

A T2 - 4 (T 6)
S(k) = * : SS—(l) d . (3.2)

Dabei entspricht &; ;, dem Wert des Schétzers &y, in der i-ten Simulation. Da die oben erwéhn-
ten Schitzer, die mit k& parametrisiert sind, einer Familie von Schitzfunktionen angehéren,
gehen wir fiir alle k, fiir die jeweils ein Schitzer dieser Familie existiert, wie oben vor.

In den Abbildungen wird jeweils der Mittelwert fi(k) eines Schétzers &y iiber der Beobach-
tungsstelle ¢ aufgetragen. Zu diesem Mittelwert fi(k) wird noch die geschitzte Standard-
abweichung S(k) addiert und subtrahiert. Bei gleicher Vorgehensweise fiir alle k, fiir die
jeweils eine Schitzfunktion &5 aus der dazugehorigen Familie definiert ist, erhdlt man so drei
Graphen, wobei der mittlere die Mittelwerte und der obere und untere eine Art “Konfidenz-
intervall” fiir die Schitzer & angeben, jeweils in Abhdngigkeit von der Beobachtungsstelle
tx. Die Wahl der Beobachtungsstellen als Abszisse und der Sprachgebrauch “der Schétzer
2y an der Stelle {37 driicken den Sachverhalt aus, dass den Kleinste-Quadrate-Schitzern eine
Summe zugrunde liegt, in die entweder die links oder rechts von dieser Beobachtungsstelle lie-
genden Beobachtungen eingehen. Analog bestehen die Varianzschiitzer 67 aus zwei Summen,
in die jeweils die links und rechts liegenden Beobachtungen eingehen.

Werden die Werte der Standardabweichungen (3.2) fiir kleine oder dicht bei n liegende k un-
verhéltnismafig grofl im Gegensatz zu den {ibrigen, werden diese Extremwerte in den Abbil-



dungen abgeschnitten, sofern dieses Verhalten nicht weiter von Bedeutung ist, oder gesondert
betrachtet. Im anderen Fall von sehr kleinen Standardabweichungen relativ zu der vorliegen-
den Skalierung der Ordinate erscheinen die drei oben genannten Kurven als eine, meist etwas
deutlicher hervorstechende Linie. Doch da bei den Betrachtungen nur der grobe Verlauf der
Standardabweichungen um den Mittelwert von Interesse ist, reicht diese Darstellung aus.
Im Wesentlichen werden vier verschiedene Simulationen in den Abschnitten 3.4 bis 3.7 be-
trachtet, jeweils unter einem besonderen Gesichtspunkt:

1. allgemeines Verhalten, insbesondere in Abh&ngigkeit der Lage des Changepoints
(Simulation 3.3);

2. Einfluss der Verteilung der Beobachtungspunkte ¢; = ¢® (Simulation 3.4);
3. Konvergenzverhalten (Simulation 3.5);
4. Abhidngigkeit von der Verteilung der Fehler e; (Simulation 3.6).

Zu Beginn jedes Abschnitts werden in einer Definition die Parameter der dort behandelten
Simulation festgehalten. Natiirlich liegt das Interesse einer Simulation auf dem Verhalten bei
Verdnderung der modellbeschreibenden Parameter, so dass bei weiteren Betrachungen dieser
Simulation jede Abweichung von den vorher definierten Parametern explizit angegeben wird.
In der Definition der Simulation ist bereits der Wert des Changepoints mit angegeben, der
sich nur auf Betrachtungen bezieht, in denen wir von Simulationen unter der Alternative
sprechen.

3.2 Erwartungstreue einiger Varianzschitzer

In Kapitel 2 werden nur asymptotische Eigenschaften der Varianzschitzer untersucht, weshalb
die Betrachtungen der zur Konsistenz ebenso wichtigen Eigenschaft der Erwartungstreue hier
nachgeholt werden. Dazu das folgende Lemma:

Lemma 3.1
Seien {y; : 1 <1< n} wie in Definition 2.1 fiir festesn € N.

a) Dann gilt unter Hy:

-4
DE62="""02 2<k<n-2
n
ii) E&z—g({ﬁ}—Q)UQ n> 6
P72 ' -
2
iii) Eagz—(n—m—z)a? n> 4.
n 2
b) Dann gilt unter der Alternative Haq mit 2 < k* <n — 2:
A9 n—4 4
Eoj. = o .
n

Beweis zu a):

i) Der Beweis erfolgt analog zum Nachweis der Erwartungstreue des Varianzschétzers in
gewdhnlichen linearen Modellen ohne Changepoint. Dazu seien:



I, die k-dimensionale Einheitsmatrix,
r der Rang einer Matrix und Sp die Spur einer Matrix.
Mit Theorem 1 in 2.5. aus [Sea71] folgt fiir 2 < k <n —2

B (HYk - Tk’?kﬂz) = F (YkT (Ik — Ty () ™ TkT) Yk)
~ Sp ((Ik — T (TFT) ™ TkT) IWZ)
+ (Tir) " (I = Ty (TFT) 7 1) T
~ Sp (Ik — T (17T) TkT) o

= (B -1 (rf1) 7 17 ) o
= (k-2)o?

Analog ergibt sich F (HYk — ) = (n — k — 2)0?, woraus die Behauptung folgt.

ii) und iii) Ergeben sich aus den Berechnungen in a).

zu b): Folgt wie in a.i) fiir &k = k* . ]
Gemé&f Lemma 3.1 werden die Varianzschitzer normiert. Dabei werden dieselben Bezeich-

nungen wie bisher beibehalten, die in dieser normierten Version nur Giiltigkeit in diesem
Kapitel “Simulationen” haben. Man erhilt fiir » > 5:

(3% = ni4(2(yz—bkt—ak) + Z —i)kti—dk)z), 2<k<n-2,

i=k+1
~9 . 1 k N . 2 n 5 ) )
n T T4 2<1;gn<12 2 ; (yZ — bt — ak) + i:zk:-l—l (yi — bxt; —ax)” ¢,
[n/2] ,
~2
T n/2 2 ; ( b ot [n/z]) ; n26,
5% = ; zn: <y2 _ I;[n/Z]ti _ d[n/z])27
w= e/ i=[n/2]+1

QI
N

= min{&f,&%} n > 6.

Somit sind die Schiitzer 67, 67 und &3 erwartungstreu und damit zumindest die Argumente
des Minimumsfunktionals der Schitzer 62 und 2. Die Resultate des Kapitels 2 iibertragen
sich, da dort nur asymptotische Betrachtungen ausgefiihrt werden.

3.3 Verteilungsparameter der Kleinste-Quadrate-Schétzer

Da die Kleinste-Quadrate-Schitzer in die Varianzschdtzungen mafigeblich miteingehen, ist
deren Verhalten von grundlegender Bedeutung. Charakterisieren ldsst sich ihr Verhalten zum
Teil durch die Angabe von Erwartungswerten und Varianzen.



Lemma 3.2
Sei {y; : 1 < i< n} wie in Definition 2.1 fir festesn € N.

a) Dann gilt unter der Nullhypothese fiir die Kleinste-Quadrate-Schdtzer:

k

R, . o

i) Ear = a,, Varak:d—Zt?, 2 <k<mn,
=1

2 n
D B L _T N B
ii) Eay = a,, Varay= T Z tyy, 0<k<n-2,
i=k+1
R - ko
iii) Ebg = b,, Varby= 77 2 <k <m,
k
. 7 y n—k ,
iv) Eby, =b,, Varb,= prad 0<k<n—2.
k
b) Dann gilt unter der Alternative fiir die Kleinste-Quadrate-Schitzer bei 2 < k* <n — 2:
1 k* k k* k
DR, — = : 2 _ 2 :
J ot (o (e ay )
k k k k
=1 i=k*+1 =1 =k*+1

2 k
o
Ear =a,, 2<k<Fk", Vardk:d—g 12, 2<k<n,
k “
=1

ZZ) Edk:an—l—di*(bn( zn: t; zn: t?— zn: t? zn: ti)

k i=k* 41 =kl i=k* 41 i=k41
n n n n
+b2(2 2y - >ty t?)),OSkSk*—l,
i=k+1 i=k*41 i=k+1 1=k*+1

2 e
g

Eap, =a,, Kk <k<n-2, Vardk:d—*E 2, 0<k<n-2,
k=gt

A 1 k* k k*
i) Bby = (bn (thf —ZtiZti)
k =1 =1 =1
k k k
+b2(k PR t)) F*+1<k<n,

i=k*41 =1 i=k*41

. . k
Eb,=b,, 2<k<Fk", V:au’bk:d—az7 2 <k <m,
k

k* n k*
iv) Ei)k:di*(bn ((n—k) Moo=y, ti)
k

LU W ED ' o | RETRTY
i=k*41 i=k+1 1=k*+1
n—k ,

Eb,=0b, k*<k<n—2, Varb,= o, 0<k<n—2.

dj,



Beweis zu a):

k k k
1
i) Nach Definition gilt a5 = d_kaZ Zt? — tith , woraus mittels einfacher Rech-
=1 7=1 7=1
nung die Behauptungen folgen.

ii) bis iv) Die Beweise erfolgen wie oben.

zu b):
i) Hier benutzt man fiir £* 4+ 1 < k < n die Darstellung

k k

> k k k
dk:dik Zyz Zt?_tizt]‘ + Z Yi Zt?_tizt]’ ;
=1

=1 7=1 i=k*+1 7=1 7=1

woraus sich Fay und Varay fir k*+ 1 < k < n ergeben.

Die Werte des Erwartungswertes und der Varianz fiir 2 < k < k™ ergeben sich wie a).

ii) bis iv) Die Beweise folgen wie in i). ]

Das vorangegangene Lemma gibt Erwartungswerte und Varianzen der Kleinste-Quadrate-
Schitzer vollstindig an, weswegen auf die Schitzung dieser Werte mittels der Daten der
Simulationen verzichtet werden kénnte. Doch zur graphischen Veranschaulichung geben wir
zum Teil den Verlauf dieser Funktionen trotzdem an.

3.4 Simulation mit normalverteilten Fehlern und Aquidistanten Beobach-
tungen

Der in linearen Modellen am h&ufigsten vorkommende und auch wichtigste Fall von un-
abhingigen und normalverteilten Fehlern e; sowie dquidistanten Beobachtungsstellen soll als
Erstes behandelt werden. Dazu werden Simulationen unter der Nullhypothese und unter der
Alternative gemifl den Parametern der folgenden Definition betrachtet. Im Anschluss daran
wird das Verhalten unter der Alternative bei kleinerer Anderung &, des Trends sowie bei
einem sehr friithen (k* = 10) wie auch spéten (k* = 90) Changepoint diskutiert.

Simulation 3.3
Seien {y; : 1 < i< n} Beobachtungen, die dem folgenden Modell geniigen:

12+ 1< < k™,
YoV 144t te 2 B E1<i<n,

wobei e;, 1 < 1 < n, unabhingige und normalverteilte Zufallsvariablen mit Ee; = 0 und
Vare; = 1 sind.

Anzahl der Beobachtungen: n = 100.

Beobachtungspunkte: a=1.

Changepoint: k* = 60.



Betrachten wir zunichst das Verhalten der Kleinste-Quadrate-Schétzer unter der Null-
hypothese.
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Abbildung 1: Die Schitzer a; und @5 unter der Nullhypothese

Bei den hier vorliegenden normalverteilten Fehlern e; ldsst sich sogar die Verteilung der
k k k
1
Schitzer angeben. Denn in der Darstellung d; = d_k Z% Zt? — 1 th sind die ein-
i=1 j=1 j=1

zelnen Summanden unabhéngig und normalverteilt, so dass man

n

~ D 02 i 2 . D 0'2 9
ap =N an,az:ti ,2< k<100, ap=N an,d—*Zti ,0<k<98, (3.3
=1

k i=k+t1

mittels der analogen Darstellung fiir @ erhidlt. Da weiter d = d_;, 2 < k < 100, bei o = 1
gilt, ist es offensichtlich, dass fiir kleine k die Abweichungen der Schitzer d,—_; von dem zu



schitzenden Wert a,, = 1 deutlich hoher liegen als die der Schitzer ay.

Diesen Sachverhalt illustriert Abbildung 1, die die geschitzten Mittelwerte und Standardab-
weichungen der Kleinste-Quadrate-Schitzer a; und Gy zeigt, wobei zunichst jeweils die ersten
18 Schétzer weggelassen wurden. Hier zeigt sich bereits, dass die Schétzer dy bereits bei weni-
gen miteinbezogenen Beobachtungen y; sehr viel weniger von dem zu schitzenden Parameter
a, = 1 abweichen als @ bei der entsprechenden Anzahl von miteingehenden Beobachtungen.
Bei deutlich wenigen Beobachtungen y;, die in die jeweiligen Schétzer eingehen, nimmt dieses
asymmetrische Verhalten stark zu, wie Abbildung 2 zeigt, in der das Verhalten der ersten 18
Schitzer ag und dy abgebildet ist.
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Abbildung 2: Die Schétzer a; und @y bei wenigen miteingehenden Beobachtungen

Wie fiir die Schitzer des Parameters a,, lassen sich hier auch die Verteilungen der Schitzer
by und by angeben:

n—k
dy

N k .
b 2N (bn, d—(ﬂ) L 2< k<100, by 2N (bn, 02) L 0<Ek<98.  (3.4)
k

Wegen dy = d_, fiir 2 < k < 100 verhalten sich Erwartungswerte und Varianzen dieser

Schitzer symmetrisch und man erhélt hier sogar by, 2 b,_, fiir 2 < k < 100. Dies wird in
Abbildung 3 verdeutlicht, in der die geschédtzten Erwartungswerte und Standardabweichungen
der Schiitzer by und by abgebildet sind, wobei die ersten 18 Schétzer auch hier weggelassen
werden. AuBlerdem zeigen (3.3) und (3.4), dass die Standardabweichungen der Schétzer fiir
den Parameter b, deutlich niedriger liegen als die der Schitzer fiir den Parameter a,,.
Damit gelangen wir schlieBlich zu Betrachtungen des Verhaltens der Varianzschatzer 62
unter der Nullhypothese. Da normalverteilte Fehler vorliegen, folgt wie in gewdhnlichen
linearen Modellen ohne Changepoint fiir 2 < £ < 98

k n
67 = ni4 (z; (yi—lakti—dk)z—l- Z (yi_i)kti—dk>2)

1= i=k+1

I~

) (0 XE_o +0°X0_k—2)

1
n—4

I~

2.2
0 Xn—4-
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Abbildung 3: Die Schitzer by, und by, unter der Nullhypothese

Somit sind die Schitzer 67 fiir alle 2 < & < 98 identisch verteilt, und es ergibt sich E67 = o2
und Varéi = 20*/(n — 4). Es eriibrigt sich eine Abbildung, da nur drei parallele Geraden zu
erwarten sind. Fine Veranschaulichung findet sich trotzdem in Abbildung 13, wo ein Vergleich
bei verschiedenen Beobachtungsgréfien stattfindet.

Auch unter der Alternative gemifl Simulation 3.3 folgt wie bereits unter der Nullhypothe-
se, dass die Kleinste-Quadrate-Schatzer normalverteilt sind mit Erwartungswerten und
Varianzen gemifl Lemma 3.2.b). Damit gilt, dass die Schitzer vor bzw. nach dem Change-
point wie unter der Nullhypothese verteilt sind, auBer by, dessen Erwartungswert jetzt dem
zu schitzenden Wert b} = 4 entspricht. Begriindet ist dies durch den offensichtlichen Sach-
verhalt, dass die Beobachtungen vor bzw. nach dem Changepoint der gleichen Verteilung wie
unter der Nullhypothese bei Beriicksichtigung des geinderten Trends unterliegen.
Abbildungen 4 und 5 stellen den Verlauf der geschitzten Erwartungswerte und Standard-
abweichungen der Schétzer dar, wobei der eingetragene Wert jeweils den Mittelwert des



p{ =—— 0.983

'?D LIS N N R R R |

D 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 B0 B5 7O 75 BO B5 90 895 100
130

100

1.043
_ED -

-100 +
-150

=200 S

-EED LN I I I B B M |

D 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 B0 BS ¥O 75 BO BS 390 85 100

Abbildung 4: Die Schitzer a; und i unter der Alternative

Schétzers an der Stelle des Changepoints k* = 60 angibt. Deutlich erkennbar ist das Abwei-
chen der Graphen nach Uberschreiten des Changepoints von dem vorher angeniherten Wert.
In diesem Bereich sind von den Funktionen keine konsistenten Schitzungen der Parameter
mehr zu erwarten. Trotzdem nimmt die geschitzte Standardabweichung mit wachsender An-
zahl von Beobachtungen ab, die in die Schdtzungen eingehen. Die Begriindung liefert Lemma
3.2, nach dem die Varianzen unter der Nullhypothese und unter der Alternative gleich sind.
Eine weitere Diskussion der Kurven mittels Lemma 3.2 ist moglich, auch bietet sich Lemma
2.5 fiir eine leichtere Vorstellung der Graphen an, wobei dort natiirlich keine expliziten Aus-
sagen iiber Verteilungsparameter gemacht sind, sondern nur iiber asymptotische Naherungen.
Betrachten wir jetzt die Schétzer 62 unter der Alternative. Anders als bisher zeigt Ab-
bildung 6 nur den Verlauf der geschitzten Erwartungswerte und Abbildung 7 davon getrennt
den Verlauf der geschdtzten Standardabweichungen aufgrund der Daten der Simulation. Die
in den Abbildungen eingetragenen Werte geben jeweils den Wert an, den der Graph an der
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Abbildung 5: Die Schitzer l;k und by unter der Alternative

Stelle des Changepoints £* = 60 annimmt.

Offensichtlich ist unter der Alternative lediglich 67 fiir & = k* ein akzeptabler Schiitzer, da der
Graph der Erwartungswerte sich sehr steil von dem wahren Wert 02 = 1 bereits in der Nihe
des Changepoints entfernt. Gleichzeitig ist dies eine Bekréftigung fiir den Minimumsché&tzer
52 = min{6} : 2 < k < 98}, von dem zu erwarten ist, dass er dem Schitzer 67, entspricht
und somit einen Schitzer darzustellt, den man auch bei bekanntem Changepoint k* gewdhlt
hitte.

Weiterhin sprechen fiir den Minimumschitzer 62 auch die geringen Standardabweichungen
der 67 sowohl in der Nihe des Changepoints als auch entfernt davon. Denn im Gegensatz
zu den extrem grofen Erwartungswerten von 67 fiir k # k* sind die Standardabweichungen
sehr gering, so dass mit grofler Wahrscheinlichkeit ausgeschlossen werden kann, dass das
Minimum an einer anderen Stelle als & = k™ angenommen wird, wo die Streuung ebenfalls

den minimalen Wert erreicht. Tatsdchlich wird das Minimum in der vorliegenden Simulation
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Abbildung 6: Die Schitzer 67 unter der Alternative
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Abbildung 7: Die Standardabweichung der Schitzer 67

kein einziges Mal an einer anderen Stelle als an der des Changepoints k* = 60 angenommen.
Bei den zugrunde liegenden Parametern des Modells liegen fast “optimale” Daten vor: sowohl
ein deutlicher Unterschied in den Parametern b, und b}, als auch ein Changepoint nahe der
Mitte der Beobachtungsstellen.

Betrachten wir deshalb im Folgenden Simulation 3.3 unter der Alternative mit verénder-
ten Werten und setzen zuerst b} = 2.2. Die Kleinste-Quadrate-Schitzer sind sicherlich
normalverteilt und liefern in dem Bereich vor bzw. nach dem Changepoint erwartungstreue
Schédtzungen der Parameter bei Varianzen gemif den Formeln des Lemmas 3.2. In dem Be-
reich nach Uberschreiten des Changepoints ergibt eine genauere Diskussion der Formeln des
Lemmas 3.2, dass die Differenzen der Erwartungswerte von den zu schitzenden Parametern
geringer ausfallen als bei b7 = 4. Obwohl in diesem Bereich die Schétzer keine geeigneten
Funktionen mehr sind, um den jeweiligen Parameter zu schitzen, bedeutet dies, dass die
Abweichungen der geschitzten Werte der Kleinste-Quadrate-Schétzer zu den wahren Para-



metern im Mittel geringer ausfallen als in der vorigen Simulation. Da die Varianzschétzer
6% gerade Summen von quadratischen Abweichungen sind, nehmen diese ebenfalls kleinere
Werte an, falls die “falschen” Schitzungen der Kleinste-Quadrate-Schitzer trotzdem weniger
von den wahren Parametern abweichen.
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Abbildung 8: Die Schitzer 67 unter der Alternative mit b = 2.2

Diesen Sachverhalt verdeutlicht Abbildung 8, in der die geschitzten Erwartungswerte und
Standardabweichungen der Varianzschitzer 67 dargestellt sind. Wie die gefiihrte Diskussion
begriindet, sind die angenommenen Werte der Varianzschitzer fiir k # k* deutlich niedriger
als in Abbildung 6. Doch trotz dieser niedrigen Werte liegt das Minimum der geschitzten
Mittelwerte genau an der Stelle des Changepoints. Da die geschétzten Standardabweichungen
der Varianzschiitzer 67 ebenfalls im Vergleich mit Abbildung 7 geringer sind, ist zu erwarten,
dass das Minimum der {67 : 2 < k < 98} mit groBer Wahrscheinlichkeit an der Stelle
des Changepoints angenommen wird. Die vorliegende Simulation bestétigt dies, in der kein
einziges Mal das Minimum an einer anderen Stelle vorlag.

Fiir den nichsten Fall mit nicht “optimalen” Parametern betrachten wir wieder Simulati-
onen von 3.3 unter der Alternative, jedoch mit einem sehr friithen wie auch sehr spiten
Changepoint, k* = 10 und k* = 90.

Der prinzipielle Verlauf der Erwartungswerte und Varianzen der Kleinste-Quadrate-Schitzer
bleibt erhalten. Doch trotz der gleichen Abstédnde der jeweiligen Changepoints zu den Rédndern
des Intervalls [0, 100], in dem die Beobachtungsstellen t; liegen, verhalten sich die Schitzer
unterschiedlich. Die Differenzen der Erwartungswerte von den zu schitzenden Parametern,
die die Kleinste-Quadrate-Schitzer nach Uberschreiten des friithen Changepoints k* = 10
aufweisen, liegen deutlich niedriger als etwa unter der Alternative mit einem Changepoint
nahe der Mitte des Intervalls [0, 100].

Dagegen sind diese Differenzen der Kleinste-Quadrate-Schétzer bei einem spaten Changepoint
k* = 90 deutlich hdher. Mit derselben Begriindung wie in der letzten Simulation fiir b7 = 2.2
iibertriigt sich das auf die Erwartungswerte der Varianzschitzer 67 fiir k # k*: diese sind bei
der Simulation des friihen Changepoints £* = 10 deutlich niedriger als bei der des spiten
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Abbildung 9: Die Schitzer 67 unter der Alternative mit &~ = 10

Changepoints k* = 90.

Die Abbildungen 9 und 10 zeigen Erwartungswerte und Standardabweichungen der Schétzer
6% unter den Alternativen k* = 10 und A* = 90. Die eingetragenen Werte entsprechen
den Mittelwerten an den Stellen der Changepoints. Aufgrund der hohen Erwartungswerte
in Abbildung 10 erscheinen hier die Graphen als eine Kurve. In beiden Simulationen liegt
das Minimum der geschitzten Erwartungswerte an den Stellen der jeweiligen Changepoints
und weist Werte dicht an dem zu schitzenden Wert ¢ = 1 auf. Da in beiden Simulationen
die geschitzten Abweichungen der 67 wieder relativ gering zu den Erwartungswerten sind,
liegt mit grofer Wahrscheinlichkeit das Minimum der {67 : 2 < k < 98} an den Stellen der

Changepoints. In den vorliegenden Simulationen war dies sogar ohne Ausnahmen der Fall.
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Abbildung 10: Die Schiitzer 67 unter der Alternative mit k* = 90



3.5 Simulation mit normalverteilten Fehlern und nicht dquidistanten Be-
obachtungen

Im Folgenden betrachten wir das Verhalten der Varianzschéitzer 67 bei nicht fquidistanten
Beobachtungspunkten und fassen dabei die beiden Félle v = 0.5 und o = 2 in der folgenden
Simulation zusammen:

Simulation 3.4
Seien {y; : 1 < i< n} Beobachtungen, die dem folgenden Modell geniigen:

12+ 1< <k,
Tl 144t e 0 KF+1<i<n,

wobei e;, 1 < 1 < n, unabhingige und normalverteilte Zufallsvariablen mit Ee; = 0 und
Vare; = 1 sind.

Anzahl der Beobachtungen: n = 100.

Beobachtungspunkte: a € {0.5,2}.

Changepoint: k* = 60.

Offensichtlich ist fiir & < 1 die Dichte der Beobachtungsstellen nahe der letzten Beobachtungs-
stelle t, = n® am grofiten, dagegen bei o > 1 nahe der ersten Beobachtungsstelle ¢; = 1.
Die durch die unterschiedlichen Potenzen entstehenden verschiedenen Intervalle, in denen die
Beobachtungsstellen liegen, lassen sich durch geeignete Multiplikation der Stiitzstellen ¢; auf
jeden beliebigen Bereich iibertragen, dabei ist nur eine Reskalierung der Parameter b, und
b} erforderlich.

Wie in der vorigen Simulation mit normalverteilten Fehlern sind auch hier die Kleinste-
Quadrate-Schatzer unter der Nullhypothese normalverteilt mit den Parametern des
Lemmas 3.2.a). Festzuhalten ist, dass die Varianzen der Kleinste-Quadrate-Schitzer fiir « = 2
kleinere Werte aufweisen als fiir o« = 0.5. Begriindet liegt dies in der Abh&ngigkeit der Formeln
fiir die Varianzen aus Lemma 3.2 von der Verteilung der Beobachtungsstellen, also von «. Eine
weitere Diskussion der Kleinste-Quadrate-Schétzer eriibrigt sich, da fiir die Varianzschatzer
52 unter der Nullhypothese wie in Simulation 3.3 gilt, dass

D 1
Cn—4

63 o*x%_,, 2<k<n-2.

Das bedeutet, dass die Varianzschiitzer 67 unabhingig von der Lage der Stiitzstellen sind
und somit wie in Simulation 3.3 verteilt sind. Die gewohnte Veranschaulichung wiirde deshalb
wieder lediglich drei parallele Geraden zeigen (vgl. auch Abbildung 13).

Auch unter der Alternative sind die Kleinste-Quadrate-Schatzer normalverteilt, je-
doch gemif} den Parametern der Aussage b) des Lemmas 3.2. Die verschiedenen Verteilungen
der Stiitzstellen bewirken unter der Alternative deutliche Unterschiede der Differenzen der
Erwartungswerte zu den zu schitzenden Parametern der Kleinste-Quadrate-Schéitzer nach
Uberschreiten des Changepoints k* = 60. Fiir o = 0.5 sind diese Differenzen deutlich kleiner
als bei o = 2.

Dieses unterschiedliche Verhalten der Erwartungswerte iibertriagt sich wie in der vorigen Si-
mulation von verschiedenen Changepoints auf das Verhalten der Varianzschétzer 52 unter
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Abbildung 11: Die Schiitzer 67 bei a = 0.5 unter der Alternative

der Alternative. Dies zeigen die Abbildungen 11 und 12, die die geschidtzten Mittelwerte
und Standardabweichungen der Varianzschitzer 67 darstellen. Die in die Graphiken einge-
tragenen Werte beziffern wieder den Mittelwert an den Stellen der Changepoints. Da die
Differenzen der Erwartungswerte der Schitzer d; und dy zu dem Parameter a,, = 1 bei o = 2
unter der Alternative extrem groBe Werte nach Uberschreiten des Changepoints aufweisen,
erreichen die Erwartungswerte der 67 in Abbildung 12 ebenfalls sehr grofe Werte, was im vori-
gen Abschnitt bereits begriindet wurde. Das ausgezeichnete Verhalten des Minimumsché&tzers

2

&2 in den vorigen Simulationen liegt auch hier vor, da das Minimum von {67 : 2 < k < 98}

in beiden Simulationen immer an der Stelle des Changepoints angenommen wurde.

4000000 A
3500000 4
3000000 4
2500000 H
2000000 S
1500000
1000000

200000

1.002
D T I T 1 T T T T T

0 1000 2000 3000 4000 5000 EO00O0 7000 BODOD 3000 10000

Abbildung 12: Die Schitzer 63 bei o = 2 unter der Alternative



3.6 Simulationen bei verschiedenen Stichprobenumfingen

In diesem Abschnitt wird versucht, einen Einblick in das Konvergenzverhalten der Vari-
anzschitzer &z zu gewinnen. Dazu wird Simulation 3.3 wiederholt, jedoch mit einer Anzahl
von n = 50 und n = 200 Beobachtungen; zum Vergleich werden noch teilweise die aus Simu-
lation 3.3 gewonnenen Graphiken mit einer Anzahl von n = 100 herangezogen.

Simulation 3.5
Seien {y; : 1 < i< n} Beobachtungen, die dem folgenden Modell geniigen:

142t +e 1< < k™,
YoZ V144t +e 0 BH1<i<n,

wobei e;, 1 < 1 < n, unabhingige und normalverteilte Zufallsvariablen mit Ee; = 0 und
Vare; = 1 sind.

Anzahl der Beobachtungen: n € {50,100,200}.

Beobachtungspunkte: a=1.

Changepoint: k* = 60.

Fiir die Kleinste-Quadrate-Schéatzer unter der Nullhypothese folgt auch hier, dass
diese normalverteilt sind gemf den Verteilungsparametern aus Lemma 3.2.a). Daraus lassen
sich leicht etwa die Konvergenzraten der Varianzen ermitteln. Eine weitere Behandlung dieser
Schitzer eriibrigt sich, denn fiir die Varianzschéitzer 2 unter der Nullhypothese gilt,
wie bereits in Simulation 3.3 begriindet, dass

p 1

m02Xi_47 2 S k‘ S n — 2. (35)

o
Damit ist auch deren Verhalten unter der Nullhypothese vollstindig bekannt; zur Illustration
sind in Abbildung 13 die geschdtzten Erwartungswerte und Standardabweichungen aufgrund
der Simulationen abgebildet. Die geschédtzten Werte entsprechen den Verteilungsparametern
aus (3.5), also E6} = o® und Varé? = 20*/(n — 4). Damit folgt, dass die Varianzen der 62
mit der Rate 1/n bei wachsender Anzahl n von Beobachtungen abnehmen.
Interessant sind die unterschiedlichen Abhidngigkeiten der Erwartungswerte und damit des
Verhaltens der Kleinste-Quadrate-Schatzer unter der Alternative von der Anzahl n
der Beobachtungen. Lemma 2.5 zeigt, dass der bei wachsender Stichprobengréfie n nichtver-
schwindende Anteil von ay fiir &* < k = [#n] ein Wachstum der Rate n® bei festem 6 und
konstantem &, erfahrt, dagegen bleibt dieser Anteil bei by, fiir solch ein k konstant. Analoges
gilt auch fiir die Schiitzer a und by (vgl. Bemerkung nach Lemma 2.5). Diesen Sachverhalt
gibt Abbildung 14 wieder, in der die geschitzten Mittelwerte und Standardabweichungen
der Schitzer a; bei den verschiedenen Stichprobengréfien abgebildet sind. Die Schitzer sind
normalverteilt.
Zusammenfassend gilt, dass die mit grofler Wahrscheinlichkeit im Betrag angenommenen
Werte der Schitzer ax und dx mit der Rate n zunehmen, diese dagegen bei den Schitzern l;k
und by, (fast) konstant bleiben bei wachsender Anzahl von Beobachtungen.
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Wie in den letzten Simulationen bereits beobachtet und begriindet, {iben die angenomme-
nen Werte der Kleinste-Quadrate-Schitzer einen grofien Einfluss auf die Varianzschétzer
52 unter der Alternative aus. So ist bei dem Wachstum der im Betrag angenommenen
Werte der Schitzer fiir den Parameter a,, auch bei den Varianzschitzern 67 fiir k # k* eine
Steigerung der angenommenen Werte bei wachsender Gréfie der Stichprobe zu erwarten. Ab-
bildung 15 belegt dieses, in der die geschitzten Erwartungswerte und Standardabweichungen
der Schitzer 67 abgebildet sind. Die Zahlen in den Graphiken geben den Wert des Mittelwer-
tes an der Stelle des Changepoints mit der geschédtzten Standardabweichung in Klammern
an. Die geschiitzten Erwartungswerte wachsen ungefihr proportional zu n?, da die Schiitzer
aj, und @, quadratisch in die Varianzschétzer 67 eingehen und die Abweichungen der Schitzer
l;k und by von den wahren Parametern b,, = 2 und b* = 4 ungefdhr konstant bei zunehmender
Grofle der Stichprobe bleiben.

Der Minimumschitzer 62 zeigt sogar bei der geringen Beobachtungsanzahl n = 50 wieder
ein ausgezeichnetes Verhalten und entspricht in den vorliegenden Simulationen jeweils immer
dem Schitzer 67, an der Stelle des Changepoints.

3.7 Simulation mit exponentialverteilten Fehlern

In diesem Abschnitt untersuchen wir, ob die Varianzschitzer 67 ein andersartiges Verhalten
aufweisen, falls den Fehlern eine nicht symmetrische Verteilung zugrunde liegt. Dazu wird eine
Expontialverteilung mit Parameter A = 1 gewihlt, die um den Erwartungswert verschoben
wird, um eine zentrierte Verteilung zu erhalten. Diese Simulation dient nur dazu, exemplarisch
die Abhédngigkeit der Schitzer von der Verteilung der Fehler e; zu untersuchen. Deshalb gehen
wir auch auf keine weiteren Verteilungseigenschaften der Schétzer ein.

Simulation 3.6
Seien {y; : 1 < i< n} Beobachtungen, die dem folgenden Modell geniigen:

12+ 1< <k,
Yom Y 14 atite 2 Hr1<i<n,

wobei e;, 1 < 1 < n, unabhingig und nach einer verschobenen Erponentialverteilung verteilt
sind mit Ee; = 0 und Vare; = 1.

Anzahl der Beobachtungen: n = 100.

Beobachtungspunkte: a=1.

Changepoint: k* = 60.

Die Erwartungswerte und Varianzen der Kleinste-Quadrate-Schétzer unter der Null-
hypothese sind in Aussage a) des Lemmas 3.2 gegeben. Jedoch gilt hier nicht mehr, dass
die Schitzer gemdf diesen Parametern normalverteilt sind. Auch unterliegen die Varianz-
schatzer &ﬁ unter der Nullhypothese keiner y?-Verteilung mehr. Trotzdem zeigt Abbil-
dung 16, dass die geschiitzten Erwartungswerte und Standardabweichungen der 67 fiir alle
2 < k < n — 2 sich homogen iiber das gesamte Spektrum der Beobachtungstellen verhal-
ten. Fiir den konstanten Mittelwert ist natiirlich die Erwartungstreue der Schitzer 67 fiir
2 < k < 98 verantwortlich. Abbildung 16 legt nahe, dass ebenfalls die Standardabweichungen
unabhingig von k denselben Wert annehmen. Dieser Wert der geschétzten Standardabweich-
ungen liegt deutlich hdher als bei normalverteilten Fehlern.
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Abbildung 16: Die Schiitzer 67 unter der Nullhypothese

Erwartungswerte und Varianzen der Kleinste-Quadrate-Schatzer unter der Alterna-
tive sind ebenfalls durch Lemma 3.2 gegeben, doch genauso wenig ist hier von einer Nor-
malverteilung auszugehen. Die Gleichheit der Erwartungswerte und Varianzen der Kleinste-
Quadrate-Schitzer wie bei normalverteilten Fehlern l&sst ein vergleichbares Verhalten wie
in Simulation 3.3 der Varianzschétzer 57 unter der Alternative vermuten. Die Abbil-
dungen 17 und 18 stellen die geschétzten Erwartungswerte und Standardabweichungen der
Varianzschitzter 67 wieder getrennt dar, die eingetragenen Ergebnisse geben die Werte an
der Stelle des Changepoints k* = 60 an. Ein Vergleich der Abbildungen 17 und 18 mit den
Abbildungen 6 und 7 zeigt, dass die geschdtzten Erwartungswerte und Standardabweichungen
der Schiitzer 67 fiir k # k™ ungefihr dieselben Werte aufweisen. Fiir k = k* entspricht der
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Abbildung 17: Die Schitzer 67 unter der Alternative
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Abbildung 18: Die Abweichung der Schiitzer 67 unter der Alternative

Mittelwert wieder einer guten Niherung des zu schitzenden Wertes 02 = 1, jedoch liegt hier
die Standardabweichung hoher als bei normalverteilten Fehlern und entspricht dem Wert der
Standardabweichung unter der Nullhypothese (vgl. den folgenden Abschnitt). Aufgrund der
geringen Standardabweichungen und der hohen Erwartungswerte der &7 fiir k # &k ist zu
erwarten, dass das Minimum der {67 : 2 < k < 98} mit groBer Wahrscheinlichkeit an der
Stelle des Changepoints liegt. In der Tat wird in der vorliegenden Simulation das Minimum
immer an der Stelle des Changepoints angenommen.

3.8 Die Varianzschitzer im Vergleich

Die Betrachtungen der letzten Abschnitte zeigen, dass unter der Alternative die Schétzer
&% fiir k # k* im Mittel hohe Werte annehmen. Doch gerade dieses Verhalten spricht fiir
den Minimumschiitzer 2 = min{67 : 2 < k < n — 2}. Je grofer diese Werte bei geringen
Standardabweichungen sind, mit umso héherer Wahrscheinlichkeit wird das Minimum von
{67 : 2 < k < n—2} an der Stelle des Changepoints k* angenommen. Zu erwarten ist
dann, dass der Minimumschétzer 52 dhnliche Eigenschaften wie der Schitzer 67, fiir festes
k* aufweist.

Ahnlich lassen sich von den im Mittel hohen Werten der Funktion &[Qn/z] der Familie

{67 : 2 < k < n— 2} in den Simulationen unter der Alternative auf Werte des Alterna-

tivschitzers 62 = min{c}, 2} nahe des zu schitzenden Wertes schliefien.

n

Unter der Nullhypothese sind bei normalverteilten Fehlern gemdfl der Herleitung in Simulati-
on 3.3 die Schiitzer 67 fiir 2 < k < n—2 identisch 0?/(n—4)x2_, verteilt. Bei exponentialver-
teilten Fehlern lassen die nahe beieinander liegenden Werte der geschétzen Erwartungswerte
und Standardabweichungen der 67 in Simulation 3.6 ebenfalls eine identische Verteilung ver-
muten. Es gilt jedoch sicherlich nicht, dass trotz einer identischen Verteilung aufgrund der Er-
wartungstreue von &7 fiir 2 < k < n — 2 der Minimumschitzer 52 = min{67 : 2 < k < n—2}
ebenfalls erwartungstreue Schétzungen liefert. Vielmehr sind unter der Nullhypothese von
dem Minimumschitzer &2 Schitzungen zu erwarten, die im Mittel den wahren Wert o2 un-

terschitzen. Ohne Kenntnis der Verteilung der Fehler e; 1dsst sich keine geeignete Normierung



durchfiithren, um dies zu vermeiden.

Diese Diskussion iibertrigt sich auf den normierten Alternativschitzer 62 = min{c},o3}
beziiglich der Argumente o7 und % des Minimums. Hier gilt bei normalverteilten Fehlern
unter der Nullhypothese

2 2
2D O 2 ~2 D g 2
o1 = Wx[n/Z]—Z und 7y = an_[n/z]_z-
In der folgenden Tabelle sind die in den Simulationen ermittelten Werte zusammengefasst,
wobei fiir einen Schétzer & gilt:

(3.6)

3 ,
1=1
2
5’ . . Zz:l i? - % (Z;g:l il)
($) - (S _ 1) ’
m; = min {m Omi = 23527?—2 {0172}} )
1 S
moi= g ZmZ
=1

Dabei entspricht #; bzw. &zﬂ» dem Wert des Schitzers & bzw. &z in der i-ten Simulation. Wei-
chen die Simulationen von den zu Beginn der Abschnitte 3.4 bis 3.7 gemachten Definitionen
ab, so werden die damit nicht {ibereinstimmenden Parameter in der Tabelle gesondert auf-
gefithrt. Auf die Werte von m unter den Nullhypothesen wird verzichtet, da diesen hier ohne
weitere Untersuchungen keine besondere Aussagekraft fiir die Varianzschitzer zukommt.

Simulation (@) | m | S(32) || i(a?) | S(c?%)
Simulation 3.3
Nullhypothese: 0.951 0.141 || 0.898 | 0.150

Alternative: k* =60 b7 =2.2 | 1.001 | 60 | 0.145 || 0.999 | 0.198
E* =60 br =4 1.000 | 60 | 0.141 || 0.999 | 0.203
E*=10 b =4 1.011 | 10 | 0.148 || 1.005 | 0.214
E*=90 br =4 0.998 | 90 | 0.144 || 0.997 | 0.207
Simulation 3.4

Nullhypothese: o = 0.5 0.946 0.136 || 0.899 | 0.153
oa=2 0.939 0.136 || 0.889 | 0.156

Alternative: a=10.5 1.003 | 60 | 0.146 || 0.998 | 0.212
oa=2 1.002 | 60 | 0.141 || 1.003 | 0.207

Simulation 3.5

Nullhypothese: n = 50 0.894 0.195 || 0.874 | 0.219
n =200 0.972 0.099 || 0.932 | 0.112

Alternative :  n =50 0.995 | 30 | 0.209 | 0.999 | 0.306
n =200 0.998 | 120 | 0.101 || 1.001 | 0.141

Simulation 3.6
Nullhypothese: 0.926 0.262 || 0.800 | 0.263
Alternative : 0.989 | 60 | 0.279 || 0.967 | 0.363




Unter der Nullhypothese liegen in allen Simulationen die Mittelwerte der Schiitzer 52 und o2
unter den zu schitzenden Werten.

Die Resultate der Simulationen 3.3 und 3.5 zeigen eine Ann&herung des Mittelwertes unter
der Nullhypothese an den zu schitzenden Wert bei wachsender Stichprobengrofie n, jedoch ist
die dabei vorliegende Rate sehr gering. Die geschitzten Standardabweichungen des Schétzers
5% sind in den Simulationen 3.3 und 3.5 unter der Nullhypothese etwas geringer als die

Standardabweichung (20/(n — 4))1/2 der Argumente 67 des Minimumsfunktionals.
Anders dagegen sind die Standardabweichungen des Schitzers 2 bei normalverteilten Feh-

lern unter der Nullhypothese deutlich niedriger als die Abweichungen (20*/(in — 2))1/2 der
Argumente 67 und o2 des Minimums gem#8 (3.6). Man beachte hier, dass sich aufgrund der
Unabhiingigkeit von 67 und &2 die Verteilung von G2 leicht angeben lisst.

Die Feststellung in Simulation 3.4, dass die Lage der Beobachtungsstellen bei normalverteil-
ten Fehlern unter der Nullhypothese keinen Einfluss auf die Verteilung der Schitzer &z fiir
2 < k < n — 2 hat, iibertrigt sich auf die Schitzer 62 und 2. Dementsprechend sind die
geschitzten Mittelwerte und Standardabweichungen der Simulation 3.4 unter der Nullhypo-
these dhnlich zu denen der Simulation 3.3.

Das schlechtere Verhalten der Familie {67 : 2 < k < n — 2} bei exponentialverteilten Feh-
lern als bei normalverteilten Fehlern setzt sich bei den Schétzern 62 und &2 fort. Sowohl
die Differenzen der geschitzten Mittelwerte von dem wahren Wert als auch die Standard-
abweichungen nehmen unter der Nullhypothese in Simulation 3.6 deutlich héhere Werte als
in Simulation 3.3 an. Der Alternativschitzer liegt deutlicher als der Minimumsch&tzer unter
dem zu schidtzenden Wert.

Unter der Alternative wird in allen Simulationen das Minimum von {67 : 2 < k < n — 2}

ohne Ausnahme an der Stelle des Changepoints k™ angenommen. Dies hat zur Folge, dass

2

die Schédtzungen der Erwartungswerte und Standardabweichungen des Minimumschétzers ¢,

aufgrund der Daten der Simulationen Schétzungen der Verteilungsparameter des Schétzers
&%, fiir festes & sind.

Bei normalverteilten Fehlern gilt deshalb unter der Alternative u(62) ~ ¢? und S(52) ~

(20%/(n — 4))1/27 da 67, 2 20%/(n — 4)x2_,. In Simulation 3.5 und 3.3 mit k* = 60 und

b% = 4 nehmen demzufolge die Raten der Standardabweichungen proportional zu 1/y/n ab
und die Mittelwerte liegen dicht an den zu schétzenden Werten.

Da die Lage der Beobachtungsstellen bei normalverteilten Fehlern keinen Einfluss auf die
Verteilung des Schitzers 67, ausiibt, folgt wie oben, dass die geschiitzten Werte des Mini-
mumschiitzers 62 in Simulation 3.4 den Parametern der Verteilung von 67, gleichen.

Die gefiihrte Diskussion fiir den Minimumschétzer 52 iibertrigt sich analog auf den Alter-
nativschiitzer 2. Unter der Alternative wird in den Simulationen jeweils das Minimum an
dem Wert der Funktion 5]2, j € {1,2}, angenommen, die nicht iiber den Changepoint k*
aufsummiert. Diese Funktion 5]2 ist bel normalverteilten Fehlern gemi8 (3.6) verteilt.

Bei normalverteilten Fehlern sind die Unterschiede der geschétzten Standardabweichungen
von &2 und &2 auf die oben genannten Verteilungen zuriickzufiihren. Da in 67 bzw. &5 nur halb
so viele Beobachtungen wie in 67, eingehen, unterscheiden sich die Standardabweichungen
von &2 und o2 unter der Alternative um den Faktor /2.

Bei exponentialverteilten Fehlern liefern die Schitzer 62 und 2 unter der Alternative im
Mittel gute Schitzungen. Die Standardabweichungen entsprechen wie bei normalverteilten
Fehlern der geschitzten Standardabweichung unter der Nullhypothese der Schitzer 67 oder



o? und 3. Wie oben unterscheiden sich in Simulation 3.6 die Standardabweichungen der
Schiitzer 62 und &2 unter der Alternative etwa um den Faktor /2.

Als Abschluss der Betrachtungen der Schiitzer &2 und &2 liisst sich festhalten, dass unter
der Nullhypothese der Schitzer 2 den wahren Wert weniger unterschéitzt als der Alterna-
tivschitzer 2. Unter der Alternative liefern beide Funktionen im Mittel gute Schitzungen
des zu schitzenden Wertes und zeigen sich sehr robust unter den verschiedenen Alternativen.
Die Standardabweichungen liegen fiir den Alternativschitzer etwa um den Faktor /2 héher
als die des Minimumschiitzers 2.

In Anwendungen, in denen eine schnelle Berechenbarkeit gefordert ist, iiberwiegt eventuell
der deutlich geringere Berechnungsaufwand des Alternativschitzers gegeniiber dem besseren
Verhalten des Minimumschitzers.

Bezugnehmend auf das urspriingliche Ziel, die unbekannte Varianz in der Statistik L, aus
(2.7) durch eine Schétzung zu ersetzen, sei bemerkt, dass nach Chu und White [ChWh92] der
Test L, eher zu einem konservativen Verhalten neigt. Dagegen verursacht das Unterschitzen
der Schitzer 62 und o2 unter der Nullhypothese bei Ersetzen der unbekannten Varianz in
der Statistik L,, ein progressives Verhalten.



A Anhang

In diesem Abschnitt werden die Konvergenzraten der deterministischen Summen, die im
Kapitel “Lineares Modell” benutzt werden, sowie noch einige Aussagen iiber die dort vor-
kommenden Determinanten zusammengestellt.

Satz A.1
Sei v > 0. Dann gilt:

I &, 1
T gz — , N — 0.
nlte a+1
1=

Beweis:
1 1 Y RGN
e B 2
1 n+1 1 1 1+a 1
< —/ x%dx = (nt1) .0
ntte [ nlte a+1
Satz A.2
Sei v > 0. Dann gilt:
1 k
a) lrsnlfmsxn TiFa E_l | =0(1), n — oc.
1 k
2o
b) lrsnlfmsxn Tt E_l “? =0(1), n — oo.
1 &
o) 2nex o ._ZHI’ =0(l), n = co.
1 - 20
Ve | ._ZM’ =O(), n = co.

Beweis:

a) und b) Der Beweis folgt jeweils direkt aus dem Beweis zu Satz A.1.

¢) Mit dem Mittelwertsatz ergibt sich

n

LY .
0< —— 1 < —/ z%dx
> n1—|—a ol — nl-l—oz ka1
1
= nHaCa(n—k), Cefk+1,n+1],

= O(1) gleichmiBig fiir £ € {0,...,n — 2}.



d) Erhélt man auf dieselbe Weise wie c). o

Sei im folgenden wie im Kapitel “Lineares Modell” fiir festes o« > 0

n n 2
und Z::dzm::(n—k)z:iz—(z:i) , 0<k<n-2.

Lemma A.3
Es gilt fiir o > 0:

a) di <dpy1 Yke{2,...,n—1}.
b)di<di_, Vke{l,...n—2}

Beweis:
k k
SO
a) Sei2<k<n—1und P, = i:kl =1 , so dass Det P, = d gilt.

S0k
=1

Ein direkter Nachweis zeigt die positive Definitheit von Py fiir £ > 2. Mittels einfacher
Rechnung ergibt sich
vl P < vTPk_Hv, Vv e R

Damit folgt dann'
vTPk_lv > vTPk__I_llv, Vv € R?

so dass ein Einsetzen von v = (1,0) die Ungleichung

ﬁ > kE+1
drp, = dpt

ergibt, woraus die Behauptung resultiert.

b) Erfolgt wie Teil a). ]

Satz A.4
Sei v > 0. Dann gilt:

k2—|—2a
a) max =0(1).

2
2<k<n k .9 k .
k 22:1 [ (Zz:l Za)

!siehe hierzu Theorem 20.1 und 33.1 in [Pra94].




b) firf(n):=n—-2- {%}:

n2—|—2a
e Qv n ‘o 2
(n - k) Zi:k-l—l 22 - (Zi:k-l—l t )
c) fir alle e € (0,1):

max

_ 4
02X =0 ((log log n) ) .

n2—|—2a

(n— k) Z?:k-u i — (Z?:k-u ia)

max
0<k<n(1—¢)

= 0(1).

2

Beweis:

a) Mit Satz A.1 ergibt sich

k k 2
1 ?
- k 200 2o k .
f2+2a ;’ (Z’ ) P Bat Dagie? O ko

=1

b) Die bereits in Satz A.2 benutzte Abschitzung ergibt mit einer Anwendung des Mittel-

wertsatzes
n n+1 1 a+1 _ k 1 a+1 a+l _ koz—l—l
Zi“ﬁ/ ey = U B DT +0(n),
eyl E+1 a+1 a+1

gleichméBig fiir k € {2,...,n}. Damit gilt mit ¢ := %

(n—k) > ﬁa—(z ia)

i=k+1 i=k+1

(n . k)(nZa-I—l . k?oz-l—l) ol _ potl . 2
> _
= 20+ 1 ax1 o)

2
ey e S I S T A 1
- ( 20+ 1 a-+1 +0 n

T O A S et Lt L P BN EL s |
=n 20+ 1 (v +1)2 n) at1 .

Setzen wir ¢ := 1 — z, erhilt man fiir die Potenzen von ¢ fiir  — 0 mittels der Taylorent-
wicklung die Darstellungen

(at o, (atlala—1) ,

et — 1—(04—|—1)x—|—Tx — G T
+1 -1 -2
NEESIEEEE N
RN L2 . P IE LRSI

o+ 1)20(2a—1)2a—2) 4 5
+ o1 a” +0(2”),




(a+2)(2a+ 1) 2 (2o +2)(2a+ 1)(204)963
2 6
n 20+ 2)(2a +2i)(2a)(2a - 1) 1O,

ot = 1 - 2o+ 2)x +

Ersetzt man die Potenzen von t der ersten zwei Summanden in (1.1) durch die eben
gewonnenen Darstellungen und sortiert nach den Potenzen von z, erhdlt man
1—+— t2a—|—1 t2a—|—2 1— Qtoz—l—l t2a—|—2 042
+ — + = —a2' 102
20041 (v +1)2 12
2

= %(1+0(1))$4, z — 0, (1.2)

da die Koeffizienten von a* fiir p € {0, 1, 2,3} verschwinden.
Wegen des Lemmas A.3 verhilt sich die Folge {d} : 0 < k < f(n)} monoton, so dass es
ausreicht, d fiir k = f(n) zu betrachten, also

1 n 1
r=—(2+ > :
n ( [log log n]) log logn

Somit folgt mit (1.1) und (1.2) die Behauptung aus

n n

712}-%(("]“) Zim(zi“)) > ?—;(1+o(1))x4+0(%)+0(%)

i=k+1 i=k+1

= (S ot +o)

Toglog (% o).

Wie in [HuSt99] werden folgende Summen durch Integrale gleichmifig in ¢ € (0,1) ap-
proximiert:

o () [
(e fne
< [Z a” - (/ (i- y)“—ldy) do - (1 —;“ (+-29)
Pt et
()i
o)



und ebenso

%Z (1—%)2a—/0t(1—$)2ad96 = O(%).

(n—hk) > ﬁa—(z ia)

i=k+1 i=k+1
-1 -1 2
=1) (n—i)* - (Z (n — i)a)
=0 =0

e (G500 (20D
— 2t (t/ot(l—x)zadx— (/Ot(l—x)adx)Z—l—O(%)).

Da der Integrand an keiner Stelle konstant ist, folgt aus der Jensen-Ungleichung

g(t) ::t/ot(l—x)zadx—(/Ot(l—x)adx)2>0 Vi > e,

was die Behauptung aufgrund der gleichm&Bigen Approximation impliziert. a

Danksagung

Nicht weil hier der iibliche Platz ist, sondern um den Gegebenheiten gerecht zu werden:
Besonderen Dank mdochte ich meinem Betreuer Herrn Prof. Dr. J. Steinebach fiir seine Un-
terstiitzung und zahlreiche Anregungen wihrend der Erstellung dieser Arbeit aussprechen.



Literatur

[An91] Andrews, D. (1991). Heteroskedasticity and autocorrelation consistent covariance
matrix estimation. Econometrica 59, 817-858.

[Bill79] Billingsley, Patrick. (1979). Probability and Measure. Wiley, New York.

[ChWh92] Chu, C.-S.J., White, H. (1992). A direct test for changing trend. J. Business
Economic Statist. 10, 289 - 299.

[CsHo93] Csorgd, M., Horvath, L. (1993). Weighted Approximations in Probability and Sta-
tistics. Wiley, Chichester.

[CsHo97] Csorgd, M., Horvath, L. (1997). Limit Theorems in Change-Point Analysis. Wiley,
Chichester.

[CsHoSt87] Csorgd, M., Horvath, L., Steinebach, J. (1987). Invariance principles for renewal
processes. Ann. Probab. 15, 1441-1460.

[CsRe75a] Csorgé, M. und Révész, P. (1975). A new method to prove Strassen type laws of
invariance principle 1. Z. Wahrsch. verw. Geb. 31, 255-260.

[CsRe75b] Csorgd, M. und Révész, P. (1975). A new method to prove Strassen type laws of
invariance principle 11. Z. Wahrsch. verw. Geb. 31, 261-269.

[CsRe81] Csorgé, M. und Révész, P. (1981). Strong Approximations in Probability and Sta-
tistics. Academic Press, New York.

[Fe95]  Ferger, D. (1995). Change-Point Schitzer basierend auf gewichteten Empirischen
Prozessen mit Anwendungen auf das Zweistichprobenproblem in allgemeinen mef8-
baren R&umen. Habilitationsschrift. Justus-Liebig-Universitdt Gieflen.

[Ha89] Hawkins, D.L. (1989). A u-i approach to retrospective testing for shifting parameters
in a linear model. Commun. Stat., Theory Methods 18, 3117-3134.

[Hin71] Hinkley, D.V. (1971). Inference in two-phase regression. J. Amer. Statist. Assoc. 66,
736 - 743.

[Ho95] Horvath, L. (1995). Detecting changes in linear regressions. Statistics 26, 189-208.

[HoSh95] Horvath, L., Shao, Q.-M. (1995). Limit theorems for the union-intersection test. J.
Statist. Plann. Inference 44, 133-148.

[HoSt98] Horvath, L. und Steinebach, J. (1998). Testing for changes in the mean or variance
of a stochastic process under weak invariance. J. Statist. Plann. Inference (erscheint
demnichst).

[Hu96] Huskovd, M. (1996). Estimation of a change in linear models. Statistics and Proba-
bility Letters 26, 13-24.

[HuSt99] Huskovd, M., Steinebach, J. (1999). Limit theorems for a class of tests of gradual
changes. J. Statist. Plann. Inference (erscheint demnéchst).



[KoMaTu75] Komlés, J., Major, P., Tusnady, G. (1975). An approximation of partial sums
of independent r.v.’s and the sample df. I. Z. Wahrsch. verw. Geb. 32, 111-131.

[KoMaTu76] Komlés, J., Major, P., Tusnady, G. (1976). An approximation of partial sums
of independent r.v.’s and the sample df. II. Z. Wahrsch. verw. Geb. 34, 33-58.

[Kiithn99] Kiihn, C. (1999). Statistische Analyse von Changeparametern auf der Basis von
Invarianzprinzipien. Diplomarbeit an der Philipps-Universitit Marburg.

[NeWe87] Newey, W., West, K. (1987). A simple, positive semi-definite, heteroskedasticity
and autocorrelation consistent covariance matrix, Econometrica 55, 703-708.

[Pra94] Prasolov, V.V. (1994). Problems and Theorems in Linear Algebra. American Ma-
thematical Society, Providence.

[Ri87]  Ripley, B.D. (1987). Stochastic Simulation. Wiley, New York.
[Sea7l] Searle, S.R. (1971). Linear Models. Wiley, New York.
[Seb77] Seber, G.A.F. (1977). Linear Regression Analysis. Wiley, New York.

[ShWe86] Shorack, G.R., Wellner, J.A. (1986). Empirical Processes with Applications to
Statistics. Wiley, New York.



Hiermit bestétige ich, dass ich die vorliegende
Arbeit selbststdndig verfasst und keine anderen
Hilfsmittel als die angegebenen benutzt habe.




